Ejercicios 02
Particiones homogéneas e integrabilidad

En esta sesion demostraremos el resultado que nos permitira calcular, por ahora, el valor explicito
de algunas integrales.

Proposicion 1. Sean f : [a,b] = R una funcion integrable en [a,b] y {P,} la sucesion de particiones
homogéneas del intervalo [a,b]. Entonces

b _
sup{S(f, P,) | neN}:fa f=mf{S(f,P.) | neN. (1)

De hecho, las igualdades anteriores se pueden expresar como
b —
lim S(f,P,) = f f = lim 5(f, P). 2)
n—>00 a n—>00

b
Demostracion. Tenemos que, por hipoétesis, existe I = / f- Ya que f es integrable, entonces f es

acotada, por lo cual existe M >0 tal que |f(z)|< M parg toda x € [a, b].

Haremos la prueba como sigue: Ya que I es cota inferior de A = {S(f, P,) | n e N} (;por qué?),
mostraremos que para toda € > 0 existe N, € N tal que g( f,Pn.) < I +e. Analogamente, como I es
cota superior de B = {S(f,P,) | n € N}, mostraremos que para toda ¢ > 0 existe M. € N tal que
S(f,Pr.) > I —e. Es decir, mediante la caracterizacion del supremo y del infimo probaremos (1).

Sea e > 0. Probaremos el siguiente resultado.

Lema auxiliar. Existe NV € N tal que si m > N, entonces
g(fv-P’I’n) _ﬁ(f’Pm) <e.

Note que el lema es similar al criterio de integrabilidad, pero da una condicién mucho mas
fuerte porque dice que a partir de cierto momento la distancia entre las sumas superior e inferior
estd acotada.

Procedemos a la prueba del lema. Por el criterio de integrabilidad, existe Py € &[4 tal que

S(f.Po) = S(f,Po) < 5.

Supongamos que Py = {tg < - < t,_1} es una particiéon con n puntos. Ahora, sea P, = {tg <-- <ty }
una particion homogénea en m subintervalos. Consideremos ) = Py U P,,. Notemos que @ tiene a
lo méas n — 2 puntos adicionales que P,, (los puntos de Py \ {a,b}). Ahora, si Q" = P, u{c} con
ce Py~{a,b} y tj_1 <c<tj para algiun j e {1,...,m}, entonces

S(f,Pm) - S(f,Q") = Mj(tj—tj1) —an(c—tj1) - aa(tj—c)

donde Mj, o, az son los supremos de los valores de f en [t;_1,%;], [tj-1,¢] ¥ [¢,t;], respectivamente.
Como |M;| < M, |ag| < M, Jag| < M y 0<t; —tj_1 = =2, entonces

S(f, Pn) = S(f,Q") < M(t;—tj_1) + M(c—tj_1)+M(t; —c)
=2M(t; ~tj-1)
b-a

=2M .
m




Al repetir este proceso con los demés puntos de Py \ {a, b} hasta obtener @), obtenemos que

b-a

m

5(f,Pn) -S(f,Q) <2(n-2)M

conm?=2, (3)
m

donde n — 2 esté contando cuantos puntos se agregaron (a lo més).
De manera totalmente analoga se obtiene que

h—
S(£,Q) = S(f, P) <2nM -2 (4)
Ahora, como @ es un refinamiento de Fy, entonces
g(f,Q) Sg(f?PO)
y
§(faP0) Sg(faQ):
a partir de lo cual obtenemos que
S(£.Q) = S(£.Q) <S(f. 7o) = S(f.Po) < 5. (5)
Luego, obtenemos que
S(,Pm) <5(f,@) + 200" ©)
<S(fQ)+ S+ 2= (7)
2 m

<S(f,Py)+ 5+ ana 228
2 m

donde (6) se obtiene a partir (3), (7) se sigue de (5), y (8) se sigue de (4).

Entonces
b-a

m

S(f,Pn) - S(f, Pn) < g +AnM

€
8nM *

Proponemos § = Si P, es una particion homogénea de [a,b] tal que t; —t;_1 = bﬁ <0,

entonces

§(faF)’m)_ﬁ(faljm,)<E"'47’LJ\4—b—a
2 m

< g +4nMé
=e€. 9)

5

5= > 0, por la propiedad arquimediana existe N € N tal que 1< & Asi,

Ahora, como ~

S(f,Pn)-S(f,Py) <e.

; . 3 . b-a . b-a of .
Finalmente, observamos que si m > N, entonces >-* < > < 4, asi que por (9) se cumple que

g(f’Pm)_ﬁ(f7Pm)<5-



Esto termina la prueba del Lema auxiliar. 1

Continuemos con la prueba de la proposicién. Sea N € N como en el Lema auxiliar. Entonces
para toda m > N se cumple que

g(f,Pm)_ﬁ(f,Pm)<5' (10)

Como S(f, Pn) <1< 8(f,Py) para toda m € N porque f es integrable, en particular tenemos
que

I€[S(f, Pm),S(f,Pn)]

para toda m > N, pero por (10), dicho intervalo tiene longitud menor a &, asi que

[Cr-8G.P) << (1)

y también
— b
S(f,Pa) - [ <2 (12

para toda m > N. Esto prueba (1).

Finalmente, si ya conoce el significado de las expresiones que aparecen en (2)!, veamos que la
prueba anterior también demuestra dicha cadena de igualdades. Para demostrar la primera igualdad,
tenemos que demostrar que para toda € > 0 existe N € N tal que si m > N, entonces

<E.

st~ [

b
Por construccion, sabemos que f f=28(f,Pn), asi que
a

[str. 2= [ o]= [T 5-50 P,

y obtenemos la conclusion deseada a partir de la ecuacion (11).
De manera analoga, la segunda igualdad queda demostrada si probamos que para toda € > 0
existe NV € N tal que si m > N entonces

_ b
S¢.pm) - [ 1] <
a
_ b
Pero ya sabemos que por construccion se cumple que S(f, Pp,) > f f, asi que
a

[str2m - [ o]=50p0- [75

por lo cual la conclusion deseada se obtiene a partir de la ecuacion (12). Esto termina la prueba. m

1Q; - <
Si atn no lo conoce, no se preocupe, es un tema que veremos més adelante en este curso.



