Ejercicios 03
Monotonia de la integral

Ejercicio 1. Demuestre que la composicion de funciones integrables no es mecesariamente una
funcion integrable.

Demostracion. Para hacer la demostraciéon daremos dos funciones integrables tales que su composi-
cion existe, pero que dicha composicién no es integrable. En primer lugar, consideremos la funcién

de Thomae f:[0,1] c R - R definida por

1 siz=0,
size[0,1]n(R\Q),
size(0,1]nQ, z=£, p,geZ, q>0, med(p,q) = 1.

)

f(x) =

Q=

En el Ejercicio 2 de la Ayudantia 01 se demostro que esta funcion f es integrable sobre [0,1]. A
continuacion, consideremos la funciéon g: [0,1] ¢ R - R definida por

(2) 0 sixz=0,
:L‘:
g 1 six=#0.

Notamos que g es continua en [0,1] salvo en 0, por lo cual g es integrable sobre [0,1] (;puede
decir por qué?). Observamos que g o f estd bien definida, asi que procedamos a analizar si esta
composicion es integrable. Por un lado, si z € [0,1] n Q, entonces f(x) # 0, por lo cual

(go f)(z)=g(f(2))=1,
mientras que si z € [0,1] n (R~ Q), entonces f(z) =0, de donde
(go f)(x)=9(0)=0.

Por lo tanto, go f:[0,1] c R — R esta definida por

size[0,1]nQ,

1
(gof)(x)={0 sizel[0,1]n(RNQ)

sin embargo, como ya se vio en el Ejemplo 8 de la Clase 03, dicha funcién no es integrable. Esto
prueba lo deseado. u

Lema 2. Sea f:[a,b] c R - R una funcidn integrable sobre [a,b]. Si f(x) >0 para toda x € [a,b],

entonces ,
f £20.
a

Demostracion. Notemos que si Py = {to,...,t,} es una particion de [a,b], entonces m; > 0 pues 0
es una cota inferior de {f(z) | € [tj_1,t;]} para toda j € {1,...,n}, ya que por hipotesis f(x) >0
para toda z € [a,b], en particular, f(x) > 0 para toda z € [¢j_1,;]. Esto implica que

S(f.Po) = S my (1~ tj1) 20,
j=1



lo cual implica que
sup{ﬁ(f,P) | Pe t@[a,b]} >0,

fbfzo.

< _a

es decir, por definicién

Finalmente, como f es integrable sobre [a, b], por definicién de integral se tiene que

b b
ff=iaf20,

de donde se obtiene la conclusién deseada. Esto termina la prueba. [

Pregunta. ;Por qué el argumento anterior NO funciona si en lugar de considerar sumas inferiores
consideramos sumas superiores?

Corolario 3 (Monotonia de la integral). Sean f,g:[a,b] c R - R funciones integrables sobre [a,b].
Si f(z) > g(x) para toda x € [a,b], entonces

b b
fr:fa

Demostracion. Como f(x) > g(z) para toda x € [a,b], se sigue que (f —g)(x) = f(z) - g(x) >0
para toda x € [a,b]. Ademas, como f y g son integrables sobre [a, b], se sigue que f —g es integrable
sobre [a,b], entonces por el Lema 2 obtenemos que

fb(f—g)ZO-

Ya que por las propiedades de la integral tenemos que

b b b
f(f—g)=ff—fg
se sigue que

b b
ff_[9207
b b
frefo

Esto termina la prueba. [

de donde concluimos que

Ejercicio 4. (i). Demuestre que si f : [a,b] c R > R es integrable sobre [a,b] y m < f(x) < M
para toda x € [a,b], entonces existe p € R tal que m < pu < M y

fbf=u(b—a)
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(ii). Demuestre que si f:[a,b] cR - R es continua en [a,b], entonces existe & € [a,b] tal que
b
[ 1=1©0-a

(iii). Demuestre que en el inciso (ii) anterior la hipdtesis de continuidad es esencial.

(iv). [Teorema del Valor Medio para Integrales| Suponga que f,g : [a,b] c R son funciones tales
que f es continua en [a,b] y g es no negativa e integrable sobre [a,b]. Demuestre que existe

€ €a,b] tal que . .
ffg=f(€)fg-

(v). Demuestre el resultado anterior ahora suponieno que g es integrable sobre [a,b] y no positiva.

(vi). Demuestre que la condicion de no negatividad (no positividad, respectivamente) de g es esencial
para obtener los resultados anteriores.

Demostracion. (i) Tenemos que las funciones g, h: [a,b] c R > R dada por g(x) =m y h(z) = M
son funciones constantes, entonces g y h son integrables sobre [a,b]. Ahora, por la monotonia de la
integral obtenemos que

b b b b b
m(b—a):fmzfgsffsfhsz:M(b—a)

de donde se sigue que

b
[f
m< +— <M,
b-a
b
I
por lo cual, al considerar y = §— € [m, M ] obtenemos que

u(b—a)=fbf-

Esto prueba lo deseado.

(ii) Como f es continua sobre [a,b], existen m = min{f(x) | = € [a,b]} y M = max{f(z) | = €
[a,b]}, por lo cual m < f(x) < M para toda x € [a,b]. También, la continuidad de f en [a,b] implica
que f es integrable sobre [a,b]. Entonces, por el inciso (i) anterior, existe p € [m, M] tal que

(b —-a) =fbf-

Ahora, si u = m, entonces, ya que f es continua en [a,b], existe zg € [a,b] tal que f(xg) =m,
asi basta tomar £ = xg. Analogamente, si u = M, entonces existe x; € [a,b] tal que f(z1) = M. Para
concluir el los posibles casos, supongamos que m < p < M: ya que f es continua en [zg,z1] (o bien



[x1,20]) y m = f(xg) < < f(x1) = M, entonces por el Teorema del Valor Intermedio sabemos que
existe & € (xg,z1) (o bien £ € (x1,x0)) tal que f(&) = pu. Asi, en cualquiera de los casos obtenemos

que existe £ € [a,b] tal que
b

JOG-a)=p-a)= [ 1

a

Esto prueba lo deseado.

(iii) Consideremos f:[0,1] c R - R definida por

: 1

r SI1T#5,
ﬂ@={0 3
SLZ=35.

Notamos que f no es continua en %, y por lo tanto no es continua en [0,1]. Ademas, f es
integrable en [0,1] y de hecho
1
1
-3
0

(;puede demostrar este hecho?). Por otro lado, la ecuacion f(x)(1-0) = % es equivalente a x(1) = %,

. L. ., 1. L . 1
que tiene como tnica soluciéon a z = 5, sin embargo, por definicion de f, se tiene que f(z) # 5 para

toda x € [0,1]. Por lo tanto, no se cumple la conclusion del inciso (ii) anterior, esto es, la hipotesis
de continuidad de f en todo [a,b] es esencial.

(iv) Como f es continua en [a,b], existen m = min{ f(x) | z € [a,b]} y M = max{f(z) | x € [a,b]},
ademas, ya que g(x) >0 para toda z € [a, b], entonces obtenemos

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z),
es decir, para toda x € [a,b] se cumple que
(m-g)(x) < (f-g)(x) <(M-g)(z).

Ya que f y g son integrables sobre [a,b], entonces se sigue que f-g es integrable sobre [a, b], asi
que por la monotonia de la integral obtenemos que

b b

f(m-g)éfb(f-g)sf(M-g),

a a

de donde por las propiedades de la integral obtenemos que

mfggf(f-g)éMfg- (1)

A continuacién, tenemos dos casos.
b

Caso 1: Supongamos que [ g = 0. Entonces
a

b
Ozm-OSf(f-g)sM-Ozo,
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de donde

b
\/‘f g) =

y por lo tanto podemos tomar cualquier & € [a,b] para obtener el resultado deseado porque

f@xfg=f@yo=o=j1fg>

b b b
Caso 2: Supongamos que f g # 0. Como f g > 0, obtenemos que f g > 0, entonces, al dividir la

cadena de desigualdades 1 por dlChO valor, obtenemos que

b
[(f-9)

méb—SM.
[y
b
[(f9)
g

analizando los 3 subcasos poasibles: pw=m, p=M,o0m< u< M. Esto termina la prueba.

A partir de aqui, si p = procedemos exactamente igual que en la prueba del inciso (ii)

(v) A partir de la hipotesis obtenemos que —g es no negativa, asi que el resultado se sigue
inmediatamente del inciso (iv) anterior.

(vi) Notamos que si f, g:[-1,1] c R — R definidas por f(x) =x = g(z), entonces f es continua
n [-1,1] y g es integrable sobre [-1, 1], pero g no es no negativa ni no positiva (toma tanto valores
positivos como valores negativos). Por un lado tenemos que

: 2
\ff9=/‘ "3
-1 -
mientras que
1
fo-:
-1
y al juntar ambos resultados obtenemos la ecuacién
1 1
5=k |9 f9=73
gl 21

que no tiene solucion en [-1,1], por lo cual no se cumple la conclusion del inciso (iv) ni la conclusion
del inciso (v). Esto prueba lo deseado. [ ]



