Ayudantia 04
Sumas de Riemann

A lo largo de esta sesion consideremos una funcion f : [a,b] ¢ R — R integrable sobre [a,b].
Ademis, sea P € [, ;) una particion de [a, b], digamos P = {to,...,t,}. Ahora, paracadai€ {1,...},
tomemos z; € [t;-1,1;], entonces claramente

m; < f(x;) < M;,
lo cual implica que

S(J.P) < if(x,.) (ti —ti1) <S(f, P).

Definicién 1. Cualquier suma de la forma
n
> f@)(ti—tio1)
i=1

se llama suma de Riemann de f correspondiente a la particion P.

2 ,=b

Figura 1: Ilustraciéon de una suma de Riemann como suma de areas de rectangulos: una parte por
encima y otra por debajo de la gréfica de f.

Es importante notar que en este tipo de sumas se elige de forma arbitaria el punto z; dentro de
cada intervalo [t;_1,t;], por lo cual de manera general no es posible determinar cudndo una suma

b
de Riemann es mayor, menor o igual al valor [ f. Sin embargo, si las bases de los rectangulos son

a
suficientemente cortas, entonces la suma de Riemann deberfa tener un valor muy préximo al de la
integral, lo cual se justifica en el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea f:[a,b] c R - R una funcidn integrable sobre [a,b]. Entonces, para toda € > 0
existe § > 0 tal que para cualquier particion P = {tq,...,t,} de [a,b] tal que para toda i € {1,... ,n}
se cumple que t; —t;_1 <9, se satisface que

n b
;ﬂxi)(ti—t”)-aff <e

para cualquier suma de Riemann obtenida al elegir z; € [t;—1,1;].



Demostracion. Ya sabemos que para cualquier particion P € &[, ;) se cumple que

S(f,P) < iﬂxi) (ti—ti1) < S(J. P).
y también
b
S(r.P)< [ £<3(1.P).

por lo cual queremos demostrar que dado € > 0 es posible encontrar ¢ > 0 tal que si P € &, es
una particion tal que t; —t;_; < 6 para toda i, entonces S(f, P) - S(f,P) <e.

A partir de ahora, comencemos la prueba. Para ello, sea € > 0. Ya que f es una funcion integrable
sobre [a,b], en particular es una funcion acotada, es decir, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para
toda x € [a, b]. Luego, por el criterio de integrabilidad via épsilon existe P* = {uy,...,ux } particion
de [a,b] tal que

S(f.P)=S(f.P) < 5.

A continuacién, tomemos d > 0 tal que

€
0 < .
AMK
Notamos que en particular, 2K M < 5.
Veamos que dicho § > 0 funciona. Para ello, tomemos P = {tg,...,t,} una particiéon de [a,b] tal
que t; —t;_1 < 0 para toda i € {1,...,n}. Ahora, definamos los siguientes conjuntos de indices:

I ={ie{l,...,n} | [ti-1,t;] c [uj-1,u;] para alguna je{1,...,K}},

122{1,...,7’1,}\11.

Entonces, notamos que

S(f.P)-S(f.P) = i(Mi ) (t— ti)

= >0 (M —mi)(ti = i) + 3 (Mi —mq)(ti —ti-1)

iely iely

Por un lado, tenemos que

(M —my)(ti —tio1) < S(f, P*) = S(f, P*) <

i€I1

| ™

porque M; < My mj* <m; pues [ti-1,t;] © [uj_1,u;] en este caso, y la desigualdad se obtiene por
la eleccion de P*. Por otro lado, para i € I se cumple que t;_1 < uj <t; para alguna j € {1,..., K -1},
por lo cual hay, a lo méas, K —1 elementos en I, ademas, M; —m; < 2M (;puede demostrarlo?), asi
que

Z (Mz - mz)(tz - ti—l) < Z 2M(ti - ti—l)

iely iely
<2M > 6
iE]Q

< (K -1)2M35
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Asi, a partir de los anélisis anteriores obtenemos que

S(f.P)-S(f,P) <+ =e,

de donde, como se coment6 al principio de la prueba, se sigue que

<E.

n b
;ﬂmarmﬂ—!f

Esto termina la demostracion.



