Ultima actualizacion: 27 de septiembre de 2021
Clase 04

Este documento esta basado en el libro Cdlculo infinitesimal de Michael Spivak y su propdsito
es complementar los videos explicativos que proporcionaremos a lo largo del curso.

Como es costumbre, iniciamos recordando algunas cosas vistas en la sesion pasada, en este caso
la definicién de suma inferior y suma superior:

Definicién 1 Sean [a,b] C R, P = {to,....,tn} € Pap ¥ f : [a,b] — R una funcion acotada. Para
cada i € {1,...,n} sean

m; = f{f(z) |z € [ti-1,t:i]} y  My=sup{f(2) | z € [ti-1,t:]}.

Definimos la la suma inferior de f respecto a P, denotada por S(f, P), como

n

S(f,P)=>> milt; — ti1)

i=1

y la suma superior de f respecto a P, denotada por S(f, P), como
n
S(f,P) =) Mi(t; —ti1).
i=1

Ademsds de la siguiente observacion:

Observacién 2 Sean [a,b] un intervalo y P € ‘@[a,b]' Por definicion de m; y M;, se tiene que
m; < M; y de aqui que B
S(f, P) < S(f, P).

En esta ocasién formalizaremos los conceptos de altura y drea del rectangulo discutidos en la
Clase 01.

Funciones Integrables

Lema 3 Sean f : [a,b] — R una funcién acotada y P, Q € P,y tales que Q es un refinamiento
de P. Entonces

S(f,P)<S(f,Q) vy S(f,Q) <S(fP)

Demostracién. Mostraremos tinicamente la desigualdad entre las sumas inferiores, pues la otra
es totalmente simétrica, y haremos la demostracion usando induccién matematica sobre el cardinal
del conjunto @ \ P.

Comencemos con nuestra base de induccién, para ello supongamos que @, P € P, tales que @
refina a P y que el cardinal de @ \ P es exactamente 1, es decir, |@ \ P| = 1. Entonces, podemos
suponer que

P = {t07t17 ”wtk—latlm 7tn} y Q == {t07t17 "‘th—lalatka "'7tn} .



Luego, tenemos que

n

n k—1
S(f,P)= Zmz(tz —ti1) = Zmz(tz —ti—1) + mp(ty — th—1) + Z mi(t; —ti—1).
=1 i=1

i=k+1

Por otro lado, si definimos
m' =inf{f(x) |z € tr_1,l]} v m'"=if{f(z)]|zellt},

se tiene que

!/ "
mp <m,m’,

pues {f(z) | x € [tx—1,1]},{f(x) | x € [I,tx]} C {f(x) | = € [tg—1,tx]}. Por lo tanto

k-1 n
S(f,P) = mi(ti —ti1) +mg(ty — te1) + > mi(ti — ti1)

i=1 i=k+1
k-1 n

= Zmi(ti —ti1) +my(ty — 1) + mp(l — th—1) + Z mi(t; — ti—1)
i=1 i=k+1
k-1 n

<> mlti—tic) +m" (b = D) +m/ (= tp) + Y malti —tio)
i=1 i=k+1

Es decir, si @ refina a P y solo difieren en un punto, se cumple que

S(f,P) <S(f, Q).

Ahora, supongamos que para cualesquiera R, T" € .3 que cumplan que T refina a R y que
|T \ R| = m, se tiene que

S(f.R) < S(f. T).

Luego, sean P, Q) € |, tales que @ refinaa Py |Q \ P| = m+ 1. Entonces podemos suponer que
Q\ P ={l1,....lm, L1} . Consideremos la particién del intervalo [a,b], P, definida como sigue

P =PU{ly,....ln}.
Note que Q refina a P’y que |Q \ P'| = 1, asi que, por la base de induccién, se tiene que

S(f,P')<S(f, Q).

Por otro lado, P’ refina a Py |P’'\ P| = m, asi que por hipétesis de induccién tenemos que

Por lo que

Como consecuencia del Lema 3 tenemos el siguiente teorema.



Teorema 4 Sean f : [a,b] — R una funcion acotada y P, Q € P|qy). Entonces

S(f,P)<S(f, Q).
Demostracién. Sea T la particién del intervalo [a, b] definida como
T=PUQ.

Note que T refina a P y también refina a (), asi que por el Lema 3 y la Observacion 2, tenemos
que

S(f.P) < S(f.T) < S(f,T) <5(f. Q).
|

Recordemos que dado un intervalo [a, b] siempre podemos considerar la particién trivial {a, b},
por lo que &, # . De esto se sigue que, si [ : [a,b] — R es una funcién acotada,

{S(f,P)|PePuyt#2 v {S(f,P)|PePuy}+2.

Ahora, utilizando la particién trivial del intervalo [a,b] y el Teorema 4 tenemos que el conjunto
{ﬁ(f, P)| Pe ﬂ[a’b]} es acotado superiormente por S(f, {a, b}) y el conjunto {g(f, P)|Pe g[a,b]}
es acotado inferiormente por S(f,{a,b}). Asi, por el Axioma del supremo y el Teorema del Infimo,
la siguiente definicion tiene sentido.

Definicién 5 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Definimos

b
la integral inferior de [ en [a,b], denotada por/ f, como
X < _a
[ 1=sup{s.P) | P € D)
—b
y la integral superior de f en [a,b], denotada por/ f, como

—b
/ f=mf{5(/,P)| Pe Py

Observacion 6 Como vimos antes, para una funcion acotada en un intervalo cerrado, la integral
inferior y la integral superior siempre existen, mds aun, por el Teorema 4, tenemos que

b —b
[1<]1
Ejemplo 7 Sea ¢ € R fijo. Considere la funcion f : [a,b] — R dada por f(x) = c.

Halle /bf y/bf



Solucién. Note que la funcién en cuestion es la misma que la del Ejemplo 7 de la Clase 03, por lo
que

b
[ £ =sup{SU.P) | P& Foy} = suplets - @)} = (b - a)

—b
/ f=mf{S(f,P)| Pe Py} =if{cb—a)}=clb—a).

Lblf—/zf—c(b—a).

Ejemplo 8 Considere la funcion f :[0,1] — R dada por

En este caso, se tiene que

0 sizeQ
f(x)—{ 1 sizx¢gQ

Halle /;f y/:f.

Solucién. La funcién de este ejemplo es la misma que la del Ejemplo 8 de la Clase 03, por lo que

1
[ £ =sup{S(1.P)| P& Fou} =sup(0} =0
<0
. )
/Of —tf {S(f,P) | P € Py} = inf{1} = 1.

1 —1
/0f< /Of.
||

Como muestran los ejemplos anteriores, hay funciones tales que la integral inferior es menor
a la integral superior y otras donde se cumple la igualdad. A estas ultimas, donde se cumple la
igualdad, las destacamos en la siguiente definicion.

En este caso, se tiene que

Definicién 9 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Diremos que f es integrable sobre |a,b]

;
[a-]

En este caso a este nimero comin lo llamaremos la integral de f sobre [a,b] y lo denotaremos
por



b

/f o bien por /bf(x) dx

a

Es preciso aclarar que en la segunda notacién, la letra x no tiene un significado especial, bien
b b

pudimos escribir / f(t) dt o / f(a) da. Respecto al simbolo dx esperaremos un poco més para
dar una mterpretacmn de este

Como primer ejemplo de una funcién integrable tenemos a la funcién del Ejemplo 7, f : [a,b] —
R dada por f(z) = ¢ (que claramente es acotada), mas ain

b
/f:c(b—a).

Y como ejemplo de una funcién no integrable (aunque también acotada) tenemos a la funcién del
Ejemplo 8, pues



