Ultima actualizacion: 28 de septiembre de 2021
Clase 05

Este documento esta basado en el libro Cdlculo infinitesimal de Michael Spivak y su propédsito
es complementar los videos explicativos que proporcionaremos a lo largo del curso.

Recordemos la ultima definicion vista en la Clase 04:

Definicién 1 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Diremos que f es integrable sobre |a,b]

st \ .
[o=]

En este caso a este nimero comin lo llamaremos la integral de f sobre [a,b] y lo denotaremos

por
b b
/f o bien por /f(ac) dx.

Hasta el momento la tnica forma de verificar si una funcién es integrable es calculando un
supremo (la integral inferior) y un infimo (la integral superior), pero esto puede no ser muy practico.
Afortunadamente, en esta sesién, enunciaremos y demostraremos un criterio que nos permitird
decidir si una funcién es integrable, o no, de manera maés sencilla.

Criterio de Integrabilidad

Teorema 2 (Criterio de integrabilidad via épsilon) Sea f : [a,b] — R una funcion acotada.
[ es integrable si y solo si para todo € > 0 existe P € P,y tal que

S(f,P)—S(f,P) <e.

Demostracién. Supongamos primero que f es integrable en [a,b] y sea ¢ > 0. Como la integral
inferior de f es un supremo y la integral superior de f es un infimo, podemos utilizar el Lema
10 y el Lema 13 de los Preliminares 01, respectivamente. Asi, para el nimero positivo /2 existen
Q, R € P, tales que

b e - —b c
[r-5<st@ v sem<[f+5

Luego, si definimos P = Q U R, se tiene que P € P, y refina tanto a ) como a R. Asi, por el
Lema 3 de la Clase 04, tenemos que

S(£,Q) <S(f,P) vy S(f,P)<S(fR).

Se sigue que
b e — f €
[1-5<s4p v SeP< [ 45
y de aqui que

S(f,P>—S<f,P></ f—/f+e.



Pero, por ser f integrable, / f= / f, asi que

a a

Ahora, supongamos que para cada e > 0 existe P € &, tal que S(f, P)—S(f, P) < ¢ y mostremos

que f es integrable, es decir, que / f= / f.
a ;)

Sabemos, por la Observacion 6 de la Clase 04, que / f> / f, asf que
a < a

/Zf—/if>o.

Entonces, por el Lema 16 de los Preliminares 01, basta ver que para cada € > 0,
/ f- / f<e.
a < a

Sea £ > 0. Por hipétesis, existe P € &, tal que
g(fvp)iﬁ(fvp) <g,

pero por definicién de integral superior y de integral inferior se tiene que

—b

[r<sum v | Zf > (1. ).

Se sigue que
b

[l

Y _a
Luego,/ f :/ f, es decir, f es integrable. m
a a

Lo importante de este teorema es que en vez de hallar la integral inferior (un supremo) y la
integral superior (un infimo) y compararlos, solo debemos hallar, para cada € > 0, UNA particién
que cumpla la condicién enunciada. Ilustraremos este hecho con un par de ejemplos.

Ejemplo 3 Sean [a,b] un intervalo cerrado, d € (a,b), c1,c2 € R distintos y f : [a,b] — R la
funcion dada por

f(x)—{ c1 siz€la,d

cy six € (dbl.

Muestre que f es integrable sobre [a,b].



Figura 1: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢; > c3.

Solucién. Primero note que si definimos M = méax{|c1], |c2|}, entonces
[f(@)| <M

para todo z € [a,b]. Es decir, f es acotada en [a,b] (primer requisito para que f sea integrable).
Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que ¢; > ¢y (vea figura 1) y sea ¢ > 0.

Como ya comentamos antes, debemos “construir” una particiéon P de [a,b] de tal manera que

S(f,P)—S(f,P) <e.

Para ello, notemos que f es “constante a pedazos”, por lo que el “problema” lo tenemos justo en d.
Consideremos entonces h > 0 de tal manera que d — h,d + h € (a,b) (seguramente no serd la tinica
condicién que le pediremos) y consideremos el conjunto

P={a,d—h,d+h,b}.

(a) S(f,P) (b) S(f, P)
Figura 2

Claramente P € P, ¥
S(f,P) =c1[(d—h)—a]+2hcy +c2[b— (d+ h)]

S(f,P)=ci[(d—h) —a] +2hcy + ca [b— (d + h)].
De donde



g(f, P) — ﬁ(f, P) = 2h61 — 2h62 = 2h(01 — 02).

Asi, para que P cumpla la condicién del Teorema 2, solo necesitamos que 2h(c; — c2) < €, es decir

que
€

2(61—02)'
Por lo tanto, si P = {a,d — h,d + h,b} con h > 0 tal que d — h,d+ h € (a,b) y h <

entonces

h <
- c
2(01 — CQ),

g(fvp)*ﬁ(f7p)<€'

Note que para cada € > 0 hemos exhibido una particién como la requerida en el Teorema 2, asi que
podemos concluir que f es integrable en [a,b]. =

Ejemplo 4 Sea f : [a,b] — R una funcion no decreciente. Demuestre que f es integrable en |a, b].
Solucién. Note que f es acotada, pues al ser no decreciente se satisface
fa) < f(z) < f(b)

para todo z € [a,b]. Ahora, si f(a) = f(b), entonces f es la funcién constante f(a) y ya vimos que
estas funciones son integrables. Supongamos entonces que f(a) # f(b).
Para continuar, analicemos para P = {tg,t1,...,t,} € Pq,p) arbitraria, la diferencia

Por el Ejemplo 3 de la Clase 03, tenemos que

mi = f(ti—1) y M= f(t;).

Asi,
S(f;P)=S(f,P) = Mi(ti —ti) = > mi(ti —t;i1)
i=1 i=1
= Z(Mz —m;)(t; —ti—1)
=1
= Z (f(t:) = f(tiz1)) (b — tiz1)-
=1
Ahora, si suponemos que P cumple que
ti—ti1 <9



para cada i € {1,...,n}, donde J es un nimero real positivo, entonces

n

S(f,P)—S(f,P)= Z (f(t:) = f(tiz1)) (ti — tiz1)

i=1

< Z (f(t:) = f(ti-1)) 0
i=1

=0 (f(ti) = f(ti-1))
i=1
=06 (f(b) = f(a)).

Entonces, si queremos que para € > 0 se cumpla la condicién del Teorema 2, bastaria con elegir
una particion que cumpla que
i — 11 <

f(0) = f(a)

para cada i € {1,...,n}. ®
Ejemplo 5 Considere la funcion f :[0,1] — R dada por

0 stx=0

fz) = L}J st x #0

(Vea figura 3). Note que dicha funcion tiene una infinidad de discontinuidades, pero es no decre-
ciente, asi que, por el ejemplo anterior, ES INTEGRABLE.

|

1

T
ol =
ol -

Figura 3

Como ya hemos visto, el Teorema 2 resulta muy importante para demostrar que una funcién
es integrable, pero por desgracia no nos proporciona informacién acerca del valor de la integral de
la funcién (jimagina el valor de la integral del ejemplo 57). En el siguiente ejemplo mostraremos,
utilizando dicho teorema, que una funcién es integrable y ademaés hallaremos el valor de la integral,
pero para esto utilizaremos el siguiente resultado que demostrardan en la ayudantia.



Proposicién 6 Sean f : [a,b] — R una funcion integrable y {P,} la sucesion de particiones
homogéneas del intervalo [a,b]. Entonces

b
sup (S(f,Pa) | n e N) = [ £ =iuf {S(f,Po) | n € N}

Ejemplo 7 Sean 0 < by f :1]0,b] — R dada por
fl) = .
Muestre que f es integrable en [0,b] y halle el valor de dicha integral.

Solucién. Consideremos n € Ny P, € g la particién homogenea de n + 1 elementos, es decir
b 2b —1)b
mz{a,wf”>ﬁ}
n n n
Note que, para esta particién,
(1—1)b zb]} _(i—1)b

m; = inf {f(z) |z € [ti—1, ti]} = l'nf{x ‘ T € {n’ - -

M; =sup {f(z) | © € [ti—1,t;]} = sup {:L" ’ T € [(i_ Ub,ib]} = &,

n n n

para cada i € {1,...,n}. Asi que

S(f, Pp) = Zmz(tz —ti—1)
=1

"L (i - 1)b?



n

S(f, Pn) = ZMz(tz —ti—1)

=1

(e
L~ \n n
=1

- ib?
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i=1

v n(n+1)
W (n+1)
- on
Y de aqui que
(n+1) b (n—-1) b
2n 2n n’

g(f,Pn)—ﬁ(f,Pn):

Ahora, por la propiedad Arquimediana, tenemos que para cada ¢ > 0 existe n. € N tal que

b2
— < eE.
Ne
Se sigue que,
2
g(f7Pne) _§(f7pn5) = —<E&.

£

Asi, por el Teorema 2, f es integrable en [0, b], luego, por la Proposicién 6, tenemos que

n

b
/f:inf{S(f,Pn)\nGN}:inf{bQ(nJrl)‘nEN} G
0

|
Note que en el ejemplo anterior pudimos usar el Ejemplo 4 para concluir que f es integrable,
pero sin la Proposiciéon 6 no obtendriamos el valor de la integral.

De la misma manera que el ejercicio anterior se puede demostrar que sia <0y f:[a,0] — R
estd dada por f(z) = x, entonces f es integrable en [a,0] y

0 2
J-s



