Preliminares 02
Notacién sigma para la suma

En esta sesion recordaremos la notacién sigma para sumas, la cual serd muy importante
en los temas siguientes: la integral se definird en términos de sumas cada vez mas largas,
por lo cual sera necesario disponer de una notacién que evite confusiones en la escritura.

Para los fines de esta sesion consideremos el conjunto o7 = {ay € R | ke Z} c R.

Definicién 1 (Notacion sigma). Para cada k € Z definimos

j=k k k
daj=ap=y a;=y aj
ik ik k

De manera recursiva, si m > k, definimos

m+1 m
Z aj =), aj+ams1.
7=k

ATENCION: j es una variable muda, es decir, puede sustituirse por cualquier otro

simbolo:
i

pero debe existir coherencia como se muestra en los ejemplos anteriores, esto es, si cambia
la variable en un lugar, entonces debe cambiarla en todos los lugares donde aparezca.
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Ejemplo 2. (i). Y {=1+2+3=6.
=1

4
C Y m?=12+2% 4+ 3% +4% = 30.
m=1
Como pudo notar en el ejemplo anterior, la notacién sigma para la suma puede ser

considerada como “la abreviatura” de una suma “larga”, es decir, la suma a +ag +---+a, la
n

podemos escribir como Z a;. También, a partir de la definicion, si m < n, podemos escribir

j=1
n

la suma a,, + ame1 + - + A1 + a, COMO Z ay (note que aqui usamos otra “variable” para
l=m
ilustrar el concepto de variable muda).

Proposicion 3. Sea c € R fijo.

M
(i). Y. c=(M-m+1)c.

j=m



M

M
(it). Y caj=c ) aj.
j=m J

—m

M M M
(iii}. Z (CL]‘ +bj) = (Z aj) +(_Z bj).

j=m

(). [Cambio de indice] Sea s € Z. Se cumple que

M M+s
Doai= ) as
j=m l=m+s

Observacion: Recordamos al lector que el principio de induccién matematica es equi-
valente al principio del buen orden, que, para fines practicos, significa que podemos iniciar
nuestro proceso de induccién a partir de cualquier ntimero natural cuando esto sea necesario.

Demostracion. (i) Haremos la prueba por induccion sobre M (para M > m).
Base de induccion: Consideremos M = m. Entonces

Tzn:c= ic:c:(m—m+1)c:(M—m+1)c,

donde la primera igualdad se obtiene por definiciéon de la notacion sigma.
Hipotesis de induccion: Supongamos que el resultado es cierto para M fija, con M > m,

es decir, supongamos que
M

Ye=(M-m+1)ec.

J=m

Paso inductivo: Demostremos el resultado para M + 1. Notemos que

M+1 M
> c:(Zc)+c:(M—m+1)c+c=((M+1)—m+1)c
j=m

j=m

donde la primera igualdad se obtiene por definicién de notacién sigma y la segunda igualdad
se obtiene por la hipétesis de induccién. La dltima igualdad prueba lo deseado, lo cual
termina la induccion.

(ii) La prueba es por inducciéon sobre M (para M >m) y es anéloga a la anterior.
(iii) Por inducciéon sobre M (para M > m). Aunque es similar a la prueba dada en el

inciso (i), se incluye para ilustrar el cuidado que se debe tener al manipular sumas bajo la
notacién sigma.



Base de induccion: Supongamos que M = m. Entonces

%(ajerj): i(aj+bj):am+bm=(§: (Ij)+(§: bj),

donde la segunda y tercera igualdades se obtienen por definicién de la notacién sigma.
Hipdtesis de induccion: Supongamos que el resultado es cierto para M > m fijo, es decir,
supongamos que

M M M
> (aj+bi)={ X ai)+| X bi)-
j=m j=m j=m

Paso inductivo: Demostremos el resultado para M + 1. Tenemos que

M+1

2 (a;+b))
j=m

M
Z (aj + b])) + (a]\/[+1 + bM+1)

j=m
M

M
= aj)+(z bj)+aM+1+bM+1
: j=m
M
a; tap+1 |+ ij+bM+1

J
j=m

1]
= 3

J

1 M+1
={ X i)+ 2 b
j j=m

donde la primera igualdad se obtiene por definicién de la notaciéon sigma, la segunda igual-
dad se sigue de la hipoétesis de induccién y la tdltima igualdad se cumple por la definicion
de la notacién sigma. Esto termina la prueba.
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(iv) La prueba sera por induccion sobre M (para M >m).
Base de induccion: Supongamos que M = m. Entonces

M+s m+s m M
> s Y G == 4= Y
l=m+s l=m+s j=m j=m

lo cual prueba el caso base.
Hipotesis de induccion: Supongamos que el resultado es cierto para M > m fijo, es decir,
supongamos que se cumple que

M M+s
doai= ), as
j=m l=m+s

Paso inductivo: Probemos que el resultado se cumple para M + 1. Para esto, notemos
que

(M+1)+s M+s
Z aj-s = Z Al-s + (M +1+5)-s
l=m+s l=m+s



donde la primera igualdad se obtiene por definicién de la notacién sigma, la segunda igual-
dad se sigue por la hipoétesis inductiva y la tercera igualdad se cumple por definiciéon de la
notacion sigma. Esto termina la prueba. [ |

Note que el dltimo inciso de la proposicién anterior nos permite iniciar la suma a partir
de cualquier entero que nos interese.

Lema 4 (Suma telescopica). Se cumple que

M

Z(aj - aj_l) =ap — agp.
=1

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre M.
Base de induccion: Supongamos que M = 1, entonces

1

(aj —a;j1) = 35 (a; - aj1) = a1 - ag = anr - ao,
1 j=1

M=

J

donde usamos la definiciéon de la notacién sigma.
Hipotesis de induccion: Supongamos que el resultado se cumple para M > 1 fijo, es decir,

supongamos que
M

Z(aj - aj_l) =ap — agp.
=1

Paso inductivo: Demostraremos que el resultado se cumple para M + 1. Tenemos que

M+1

Z (aj - aj—l) = Z(aj - aj—1) + (aM+1 - a(M+1)71)
j=1 j=1

= (aM - ao) + (aM+1 - GM)
= Qp+1 — GO,

donde la primera igualdad se obtiene por definicién de la notacién sigma y la segunda por
la hipoétesis de induccién. Esto termina la prueba. [ |

Finalizamos estas notas recordando algunas sumas importantes. Ya que la prueba de
cada una de ellas se puede hacer por induccién, y probablemente ya se han visto en otros
cursos, quedan como ejercicio al lector.
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Proposicion 5 (Sumas importantes). (i). > j= M
=1

; 2
o e n(n+1)(2n+1)
(i1). 232 = .
1 6
n n(n+1) 2 n )\
(iii). j;j?’:(—Q ) = j;j .
(). [Suma geométrica] Sir + 1, entonces
n n+l _ _ n+l
er T 1 _ 1-r

(v). [Teorema del binomio] Si x,y € R, entonces para toda n € N se cumple que

(x+y)" = Zn: (?)azjy”_‘j.

J=0



