Ultima actualizacion: 15 de octubre de 2021

Clase 10

Este documento estd basado en el libro Cdlculo infinitesimal de Michael Spivak y su propédsito
es complementar los videos explicativos que proporcionaremos a lo largo del curso.

En la clase anterior enunciamos y demostramos uno de los teoremas mas importantes del Célcu-
lo:

Teorema 1 (Primer Teorema Fundamental del Célculo) Sea f : [a,b] — R wuna funcion.
Si f es continua en [a,b], entonces la funcion F : [a,b] — R dada por

F(w)z/xf

es derivable en [a,b] y para cada x € |a,b] se tiene que

Por cierto, si recordamos que una integral la relacionamos con el concepto de drea y una derivada
con el concepto de velocidad instantanea, jya noté que este teorema relaciona el drea con la velocidad
instantanea? Bonito, jno?

Dedicaremos esta sesién a mostrar cémo aplicar el Primer Teorema Fundamental del Célculo.
Aplicando el Primer Teorema Fundamental del Calculo

Una preguntaxnatural es si vale el regreso del Primer Teorema Fundamental del Calculo, es
decir, si F(x) = / f es una funcién derivable en [a,b] ; f es continua en [a, b]? La respuesta es NO,
enseguida un corftraejemplo.

Ejemplo 2 Sea f:[0,2] — R la funcidén definida como

={3 2271

Halle explicitamente F.

Solucién. Note que, por el Ejercicio 2 de la Tarea 01, f es integrable en [0,2] por lo que F' estd
bien definida. Luego, es facil ver que

F(l‘):/oxle(l'—()):l‘

para cada z € [0,2]. Es decir, F'(z) = x para cada z € [0, 2].
Note que F' es derivable en [0, 2], pero f no es continua en [0, 2], pues es discontinua en 1 (vea
figura 1) m
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(a) f es discontinua en 1. (b) F es derivable en [0, 2].
Figura 1
Ejemplo 3 Sea f : [a,b] — R wuna funcién continua en [a,b] y G : [a,b] — R la funcion dada

por

Muestre que G es derivable en [a,b] y halle G'(x) para cada x € [a,b].

Solucién. Consideremos la funcién F' : [a,b] — R dada por

Flz) = / £(t) dt.

Como f es continua en [a, b], por el Primer Teorema Fundamental del Célculo, F' es derivable. Por
otro lado, tenemos que

b
Glz) = / £(t) dt

:/bf(t) dt—/xf(t) dt

b
~ [ 1 dt - P

para cada x € [a,b], es decir, G es la diferencia de una funcién constante con la funcién F'. De aqui
que G es derivable en [a,b] y G'(x) = —F'(x) = — f(x) para cada z € [a,b]. =



Ejemplo 4 Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a.b]. Muestre que la funcion H : [a,b] — R

dada por
) = [ f
b

es derivable en [a,b] y halle H'(x) para cada x € [a,b].

Solucién. Se tiene, para cada x € [a, b, que

H(fL‘)Z/sz—/bfz—G(x),
b T

donde G es la funcién del Ejemplo 3. Asi, H es derivable y
H'(z) = =G'(z) = — (- f(2)) = f(2),

para cada x € [a,b]. ®

Ejemplo 5 Sea G: R — R la funcion definida por

Muestre que G es derivable y calcule G'(z) para cada x € R.

Solucién. Consideremos las funciones f, g : R — R dadas por

1

22 y g(x):xz—l.

flz)y=1+

Sea b > 0 arbitrario. Como f es continua en R, entonces f es continua en [0,b]. Asi, por el Primer
Teorema Fundamental del Célculo, la funcién J : [0,b] — R dada por

xT

o) = [rae= [ (1+5) o
0

0

es derivable en [0, b] y para cada z € [0, b]

Ahora, sea a < 0 arbitrario. Como f es continua en R, entonces f es continua en [a,0]. Asi, por el
Primer Teorema Fundamental del Célculo y el Ejemplo 4, la funcién H : [a,0] — R dada por

)= [y e= [ (14 5) o
0 0

es derivable en [a, 0] y para cada z € [a, 0]



Como a y b son arbitarios, concluimos que la funcién F': R — R dada por
x
Fz) = / () di
0

es derivable en todo R y F'(x) = f(x) para cada = € R. Ahora, note que

(Fog) (@) = F(g(x)) = 7)f(t) it = 12/_1f(t) it = 71(1+ ) @
0 0 0

para cada x € R, es decir, G = F o g. Finalmente, como I’y g son derivables en todo R, entonces
la composicién es derivable y

G'(z) = (Fog) (z) = F'(9(x)) ¢'(z) = f (9(2)) ¢'(z) = (1 + H(xg_l)Q) 2z.



