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Clase 12

En el capitulo anterior aprendimos a definir funciones usando el concepto de integral, en esta
ocasion aprovecharemos esta técnica para introducir de manera formal las funciones trigonométri-
cas.

Las Funciones Trigonométricas
Primera Parte

Recordemos, de nuestros cursos de geometria, que la ecuacion 22 + y2 = 1 describe el conjunto
de puntos (z,y) en el plano que pertenecen a la circunferencia unitaria con centro en el origen. Asi,
si consideramos la funcién f : [—1,1] — R dada por

f(@) = V1-a?,

tenemos que la grafica de f coincide con la semicircunferencia unitaria por encima del eje horizontal
(vea Figura 1). Mds atn, la funcién f es continua en [—1, 1], por lo que f es integrable en [—1,1].
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Figura 1: Se muestra la grafica de f sobre la circunferencia unitaria.
Definicion 1 Definimos el nimero m como sigue
1
7T—2/\/1—t2 dt.
-1
Definicién 2 Definimos la funcion A : [—1,1] — R mediante la siguiente regla de correspondencia

1
J1 — 2
A(:v):xl2x+/\/1—t2 dt.



Note que, por el Teorema Fundamental del Célculo, A es derivable en (—1,1) y para cada
x € (—1,1) se tiene que
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Note que A’(z) < 0 para cada z € (—1,1), por lo que A es decreciente en (—1,1). Ahora, usando
que es continua en [—1, 1], tenemos que A decrece desde A(—1) hasta A(1). Pero

1
A(—l):0+/\/1—t2 dt:g y A1) =0,
-1

asi que A decrece desde 7/2 hasta 0 (vea Figura 2). Note también que, por ser decreciente en
[—1,1], A es inyectiva en [—1,1].
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Figura 2: Grafica de la funcién A.

Definicién 3 Definimos las funciones cos,sen : [0, 7] — R como sigue, cos(x) es el dnico nimero
del intervalo [—1,1] tal que

A(cos(z)) = g

sen(z) = /1 — (cos(z))%

Note que por definicién |cos(z)| < 1y |sen(z)| < 1 para todo = € [0, 7]. Ahora, una vez definidas
las funciones cos y sen (aunque de momento solo en [0, 7]) nos gustaria demostrar que son derivables
y para ello es necesario recordar el siguiente teorema visto en los cursos de Célculo 1.

y sen(x) como

Teorema 4 (Teorema de la Funcién Inversa) Sea f : [a,b] — R una funcion continua e in-
yectiva en [a,b], y supongamos que f es derivable en f~1(y), con derivada f'(f 1 (y)) # 0. Entonces

% es deriwvable en y, y
1

—1\7 -
U = Fy



Teorema 5 Las funciones cos y sen son derivables en (0,7) y para cada x € (0,7) se tiene que
cos'(r) = —sen(r) y sen’(z) = cos(w).
Demostracién. Sea B : [—1,1] — R la funcién dada por B(x) = 2A(z). Como A es derivable en
(—=1,1), B es derivable en (—1,1) y para cada = € (—1, 1), se tiene que
—1
V1—2a2

Ahora, para cada = € [0, 7], se tiene que B(cos(z)) = 2A(cos(x)) = =, es decir, cos es la funcién
inversa de la funcién B. Asi que, por el Teorema 4, tenemos que cos es derivable en (0,7) y

B'(x) =2A' (z) =

cos'(z) = (B_l), ()

Por otro lado, como sen(z) = 1/1 — (cos(z))?, tenemos que es composicién de funciones derivables,
por lo tanto es derivable, y por la regla de la cadena tenemos que, para cada x € (0, ),
1 (-2 /
sen'(z) = cos(z) cos’(x)
1 — (cos(x))?

cos(x) sen(x)

sen(x)

= cos(z).
]
Ejemplo 6 FEsboce las grificas de las funciones cos y sen.

Solucién. Para la funcién cos tenemos, por el Teorema 5, que cos’(z) = —sen(z) < 0, para todo
x € (0,7). Se sigue que la funcién cos decrece desde cos(0) = 1 hasta cos(m) = —1 (por lo tanto
también resulta inyectiva). Ahora, por el Teorema del Valor Intermedio, tenemos que existe (un
unico) xg € (0,7) tal que cos(zp) = 0, pero cos(zp) es el Gnico nimero del intervalo [—1, 1] tal que

o

Afcos(zo)) = 2,

asi que

es decir,



(a) Gréfica de cos en [0, 7]

(b) Gréfica de sen en [0, 7]

Figura 3

Ahora, usando que la funcién h(x) = \/1 — 22 es par, se tiene que
1 0
/\/1—:r2 d:z::/\/l—fv2 dz,
0 21

de donde

1 1
7r:2/\/1—a;2 dx:4/\/1—x2 dx.
-1 0

. m . /
Se sigue que xg = 35 Ahora, para la funcién sen tenemos que sen’(z) = cos(x), pero en este caso

cos(x) > 0 cuando z € (0,7/2) y cos(x) < 0 cuando x € (7/2, ), asi que sen es creciente en [0, 7/2]
desde sen(0) = 0 hasta sen(w/2) = 1y decreciente en [7/2, 7] desde sen(n/2) = 1 hasta sen(w) = 0.
Vea Figuras 3ay 3b. m



