Ultima actualizacion: 8 de noviembre de 2021
Clase 16

La clase anterior demostramos los siguientes resulltados:

Lema 1 Sean a,b € R y f: R — R una funcion que es dos veces derivable en todo R. Si

"+ f=0,
f(0) = a,
f'(0) = b,

entonces f(x) = bsen(x) + acos(zx), para todo = € R.
Teorema 2 Para cualesquiera o, B € R se satisface que
sen(a + () = sen(«) cos(B) + sen(S) cos(a) y  cos(a + B) = cos(a) cos() — sen(a) sen(f3).

En esta sesién aplicaremos los resultados mencionados anteriormente para obtener/justificar
afirmaciones que ya conociamos sobre las funciones trigonométricas.

Algunos resultados sobre las funciones trigonométricas

Recuerde que una funcién f : R — R es llamada funcién par si f(—z) = f(z) para todo
z € Ry es llamada funcién impar si f(—z) = —f(z) para todo z € R.

Proposicion 3 La funcion cos es una funcion par mientras que la funcion sen es una funcion
mpar.

Demostraciéon. Mostraremos solo la primera afirmacién y la otra queda como tarea. Debemos
demostrar que cos(—z) = cos(x) para todo nimero real x.
Consideremos la funcién f : R — R dada por la siguiente regla de correspondencia

f(x) = cos(—x) — cos(z).

Note que la funcién f es dos veces derivable pues es diferencia de dos funciones dos veces derivables
(cos(—z) es una composicién de funciones dos veces derivables) y para cada x € R se tiene que

f'(z) =sen(—z) +sen(z) vy f"(x) = —cos(—x) + cos(z).

Observe que "+ f =0, f(0) =0y que f(0) = 0. Asi, por el Lema 1, se tiene que f(z) = 0 para
cada z € R. Se sigue que
cos(—x) = cos(x),

para cada x € R, esto es, cos es una funcién par. m

Ejemplo 4 Halle, usando el Teorema 2, una férmula para cos(2«) y utilice esta formula para hallar
T i T
el valor de sen (Z)’ cos <Z> y tan (Z) .



Solucién. Por el Teorema 2, sabemos que
cos(a 4 ) = cos(a) cos(ar) — sen(a) sen(a) = cos?(a) — sen’(a).
Por otro lado, sabemos que sen®(z) + cos?(x) = 1, para cualquier z € R, por lo que
cos (2a0) = cos?(a) — sen?(ar) = cos?(ar) — [1- 0052(04)] = 2cos?(a) — 1.
Note también que

cos (2a0) = cos?(ar) — sen®(a) = [1 — sen®(z)] — sen®(a) = 1 — 2sen?(x).

Ahora, sabemos que cos (g) =0y que sen (g) =1, por lo que, de (1), se tiene que

0 = cos (g) = cos (2 . %) = 2cos? (%) -1,
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COS (4 2.

Pero, cos(z) > 0, para todo x € (0,7/2) y /4 € (0,7/2), por lo que

luego,

COS (%) = \}i

Por otro lado, de (2), se tiene que

0 = cos <g) = cos (2%) =1 — 2sen? <%)
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Como sen(z) > 0, para todo x € (0,7/2) y 7/4 € (0,7/2), se sigue que

y de aqui que

sen (%) = \}i

Finalmente, tenemos que

1
m™  sen(f) B
) -em g

Ejemplo 5 Sean a < b dos numeros reales. Halle las siguientes integrales

b b
/c0s2(t) dt vy /senQ(t) dt.



Solucién. De las identidades (1) y (2) se tiene que

b b
/cosz(t) dt = ;/(1 + cos(2t)) dt
y que
b ] b
/senz(t) dt = 3 / (1 — cos(2t)) dt.

Consideremos ahora las funciones f(t) = 1+ cos(2t) y h(t) = 1 —cos(2t). Se tiene que las funciones
1 1
g(t) =t+ —sen(2t) y j(t) =t — 5 sen(2t) cumplen que ¢’ = f y j' = h, por lo que, del Segundo

Teorema Fundamental del Calculo, se tiene que

b
;/(1 + cos(2t)) dt — ;/f(t) dt = 5 (9(8) — (@) = 3 (b— a) +  (sen(2D) — sen(2a))
y que
b b
;/(1 ~ cos(2t)) dt = ;/h(t) dt = % () — j(a)) = % (b—a)— i (sen(2b) — sen(2a)).



