Ultima actualizacién: 2 de diciembre de 2021
Clase 24

Recordemos el Segundo Teorema Fundamental del Célculo: Sea f : [a,b] — R una funcién
integrable en [a, b]. Si existe una funcién g : [a,b] — R derivable en [a, b] tal que ¢'(z) = f(x) para
toda x € [a, b, entonces

b
/ f=29() —g(a)

Definicién 1 Sea f : [a,b] — R Diremos que g : [a,b] — R es una primitiva de f si ¢'(z) =
f(z) para toda x € [a,b].

Observacién 2 Sea f : [a,b] — R. Note que si f tiene una primitiva, digamos g : [a,b] — R,
entonces tiene una infinidad de primitivas, pues para todo C' € R la funcion h : [a,b] — R dada
por h(z) = g(z) + C cumple que h'(z) = ¢'(z) = f(z)

Para este capitulo nos conviene introducir la siguiente notaciéon con el fin de sintetizar las
expresiones: g(z)|% = g(b) — g(a).

Ejemplo 3 Consideremos la funcién g(z) = x - In(z) — z, esta funcion cumple que ¢'(z) = In(z).
Por lo tanto, g cumple la definicion anterior para la funcion logaritmo natural, es decir, g(x) es
una primitiva de In(z) y podemos escribir:

b
/ In(z) = g(2)la = (x - In(z) = 2)[g = (b~ In(b) — b) — (a- In(a) — a).

Se sigue del Primer Teorema Fundamental del Calculo que cualquier funcién continua f siempre

X
posee una primitiva, concretamente, F(x) = / f. Sin embargo, encontrar explicitamente una
a

expresién de la primitiva en términos de funciones elementales' no es trivial y, de hecho, muy pocas
veces se tienen ejemplos tan sencillos como el anterior.

En este capitulo veremos que los «métodos» de integracion mas comunes de integracién son en
realidad teoremas muy importantes (aplicables a todas las funciones, no solamente las funciones
elementales).

Integracién por Partes

El propdsito de este capitulo es aprender resultados que nos permitan sistematizar el proceso
de encontrar funciones primitivas, conocido coloquialmente como integrar. Antes de comenzar,
debemos hacer dos advertencias. La primera: en general, no siempre es posible expresar la primitiva
de una funcién en términos de funciones elementales. > La segunda: en general, tampoco tendremos
forma de saber cuando una primitiva elemental puede ser hallada.

!Una funcién elemental es aquella que puede obtenerse mediante la suma, multiplicacién, divisién y composicién
de funciones racionales, funciones trigonométricas y sus inversas asi como las funciones log y exp.

*Por ejemplo, no hay ninguna funcién F expresada en términos de funciones elementales, tal que F'(z) = exp(z”)
para todo x.



Es necesario tener presente la definicién de integral de una funcién que hemos trabajado hasta
ahora, conocida como integral definida, y hacer énfasis en que se trata de un nimero real.

Definicién 4 Liamaremos integral definida de f en [a,b] al nimero real

sup{S(f, P)|P € P} = inf{S(f, P)|P € P}

b b
y lo denotaremos/ f 0/ f(z)dx.

Para este capitulo es necesario introducir el concepto de integral indefinida a partir de la si-
guiente definicién:

Definicion 5 Llamaremos integral indefinida de f al conjunto de primitivas de una funcion

f, y lo denotaremos /f 0 /f(m)dx

Usualmente la primera serd una notacién cémoda para los enunciados de los teoremas y propo-
siciones, mientras que la segunda serd de mayor utilidad para el cdlculo explicito.

Ejemplo 6 La siguiente expresion

xn+1
/:U”dx: +C
n+1

n+1
significa que las funciones de la forma F(xz) = +C conn € Ny C € R satisfacen que

n+1
F'(z) = 2™

Para empezar, recordemos las primitivas que se siguen de derivar las funciones que hemos
estudiado hasta ahora. Para economizar la notacién, omitiremos la constante al final, no sin dejar
de hacer énfasis en su relevancia.

/ a-dr=a-x

n+1
/a:”dx: :c
n+1

/ sen(z)dz = —cos(z)

/cos(x)dm = sen(x)
/5602(:1:)dx =tg(x)

/sec(x)tg(ac)d:c = sec(x)

/ dz = arctan(x)

1+ 22



/dx = arcsen(x)
i
/ \/%dx = arccos(x)
-z
dz
/x = In(x)
/exd:c =e"

/ln(x) =z-in(z) —x

La primera «férmula general» que veremos es una propiedad conocida como linealidad de la inte-
gral y se sigue inmediatamente de las propiedades de aritmética de funciones integrables estudiadas
en el capitulo 1.

Teorema 7 Si f y g son continuas, y a cualquier nimero real, entonces

[la- 1)+ gz = o [ f@yto+ [ gla)da

De manera similar, la férmula de la derivada de un producto, da pie a un teorema mas in-
teresante, que serd de gran utilidad cuando la funcién a integrar pueda pueda escribirse como el
producto de una funcién y la derivada de otra.

Teorema 8 (Integracién por partes) Sea f,g : [a,b] — R, funciones tales que f’ " son
g por p g ) , q yg

continuas en [a,b], entonces
/fg’zfg/f’g

Demostracién. Como f y g son derivables, fg es derivable y por la regla del producto se tiene
que

(fo)=f -9+ f-¢

reescribiendo la expresién anterior, tenemos
f9=0g9) =f g

integrando de ambos lados y aplicando la linealidad, se tiene que

[ra= [Wwer-s-61= [war- [ 14

ahora, dado que (fg) es una primitiva de (fg)’, se tiene

/f-g’zfg—/f"g

A continuacién, veremos algunos ejemplos de cémo aplicar este teorema.

que es lo que se queria demostrar. m



Ejemplo 9 Encuentre /xerdaj

xT

Solucién. Pensemos que f(z) = zy ¢'(z) = €” De ese modo, f'(z) =1, g(z) = €* y (fg)(z) = xe”.
Sustituyendo en la expresion del teorema de integraciéon por partes tenemos

/xexdac = ze® — / 1-e*dx = ze® — e® = (x — 1)e”.

Por lo tanto
/xe’cd:r =(x—1)e".

[
Ejemplo 10 Halle /SL‘ - sen(x)dx

Solucién. Sean f(r) = z y ¢’ (z) = sen(x) De este modo, se tiene que f'(z) = 1, g(x) = —cos(x)
y (fg)(z) = —x - cos(x). Sustituyendo tenemos

/ z - sen(z)dx = —z - cos(z) — / —cos(x)dz = — - cos(x) + / cos(z)dz = —x - cos(x) + sen(z).

Por lo tanto
/x - sen(z)dr = —x - cos(x) + sen(z).

[ ]
Ejemplo 11 Halle /x-cos(x)dx

Solucién. Escojamos f(r) = xy ¢’ (x) = cos(x) De este modo, se tiene que f'(z) = 1, g(z) = sen(x)
y (fg)(z) = x - sen(x). Sustituyendo tenemos

/x -cos(x)dx = x - sen(x) — /sen(az)dac =z - sen(x) — (—cos(z)) = x - sen(x) + cos(x).

Por lo tanto
/x - cos(x)dx = x - sen(x) + cos(x).

n
Ejemplo 12 Halle /an(x)dsc = /ln(:c)'ln(a:)dx

Solucién. En este caso no hay de otra mds que asignar f(z) = In(z) y ¢'(z) = In(z). En el
1
ejemplo 2 de esta clase vimos que g(z) = z - In(x) — x, ademds, f'(z) = —, de modo que (fg)(x) =
x
In(z) - (z-In(z) — x)
Asi las cosas, se tiene lo siguiente



/an(x)dac =In(z) - (z-in(z) —z) — / de

X

=lIn(x)- (z-In(z) —x) — /[ln(az) — 1]dx
(z-In(z) —x) — /ln(x)dx - /dx

—z-in(z) —x-In(z)+z+2x
— 2z - In(x) + 22

Por lo tanto
/an(x)dx =z -In?(z) — 2z - In(z) + 2z



