Ultima actualizacién: 6 de diciembre de 2021

Clase 26

Integracion de funciones trigonométricas y por sustitucion
trigonométrica

Teorema 1 (Integracién por partes) Sea f,g : [a,b] — R, funciones tales que f' y g’ son

continuas en |a,b], entonces
[td =19 [ 19

Teorema 2 (Teorema de Cambio de Variable o Método de Sustitucién) Sean f, g dos
funciones, si existe (fog) y f', g son continuas, entonces

g(b) b
w)du = o g)(x)g (x)dx
/g(a) flaydu= [ (o g)(w) @)

Veamos un ejemplo donde sea necesario aplicar ambos métodos para llegar a la solucion.
Ejemplo 3 Encuentre /arctan(:n)d:z:.

Solucién. Primero apliquemos el método de integracién por partes. Considerando f(z) = arctan(x)

d 1 d
de modo que é =127 ﬁ =1 de modo que g(z) = z. Se tiene que

/ arctan(z)dz = « - arctan(z) — /

x

72 dx

Para resolver / %dw utilicemos el teorema de cambio de variable: Sea u = 1 + 22 de modo
T

U
que du = 2xdx, entonces 5 = xdz. Sustituyendo tenemos que

/:1; der — d—u—l d—u—}ln(u)
1+ 22 u 2] u 2 ’

Por lo que VC' € R

x 1 9
/1+$2dx— 2ln(1+x )+ C.

Por lo tanto )
/arctan(az)dm =z - arctan(z) — §ln(1 +2%)+C

]

Como se ha visto en los ejemplos, en general no hay una regla clara que nos indique el cambio
de variable adecuado para llevar a cabo la integracién, por lo que vale la pena estudiar aquellos
que son recurrentes.



Integracion de funciones trigonométricas
Estudiaremos 4 situaciones que involucran a las funciones seno y coseno.

1. Para integrar expresiones de la forma sen”(z), cos"(x), con n par:

De la férmula para el coseno de un éngulo doble se tiene que cos(2z) = cos®(x) + sen?(z),
ademds, sen’(x) 4 cos®(x) = 1. Entonces

cos(2z) = cos*(z) — (1 — cos®(z)) = 2cos®(z) — 1
cos(2z) = (1 — sen?(x)) — sen?(z) = 1 — 2sen’(x)

Despejando, se tienen las siguientes identidades:

1-— 2
sen®(x) = C(;S( z)

1 2
cos(z) = +C<;s<f6>

Que podemos utilizar para llevar a cabo la integracion, ya que, como n es par, n = 2k, para
algiin k € N de modo que podemos escribir sen™(z) = sen?*(z) = (sen’(z))* y cos™(z) =
0s?* () = (cos*(x))* y utilizar las identidades para sustituir sen?(x) o cos?(z), segin sea el
caso.

Ejemplo 4 Encuentre /sen4(3:)dac.

Solucién. Utilizando las identidades anteriores, podemos reescribir la expresién de la siguien-

te forma.
2
1-— 2
/sen4(x)d1‘ = /(sen2($))2d:c = / (cgs(x)) dx
1
Z (1 — 2cos(2z) + cos?(2x))dx
1
4(/ x—2/cos (2x) d:U+/cos (2z)dx )
Aplicando ahora la identidad para cos® ) en la 1dltima integral y resolviendo se tiene que

foentonas = /dx_z /COSWH [ree)
x—25€” ;(/daﬂ+/cos4x ))

x — sen(2z) + L x + sen(4x)>> +C

2 4

8 4 32



2. Para integrar expresiones de la forma sen”(x), cos™(x), con n impar:

Como n es impar, se tiene que n = 2k + 1, para algin k € N. De modo que podemos escribir
el integrando como
sen™(z) = sen®* D (2) = sen®* (2) - sen(x)

cos™(z) = cos P (z) = cos®(z) - cos(x)

Y sustituir sen?(z) por (1 — cos?(z)) o cos?(z) por (1 — sen?(z)), segin sea el caso.
Ejemplo 5 Encuentro /56n3(x)dx.

Solucién. Apliquemos el procedimiento indicado.

/sen?’(x)da; = /sen(:c) - sen’(z)dx = /sen(:c) (1 = cos*(x))dx
= /sen(x)da:— /sen(x)cosQ(x)d:U
= —cos(x) — /sen(w)cos2(x)d:c

Para resolver / sen(z)cos®(x)dz podemos considerar el siguiente cambio de variable: Sea

cos®(z)

u = cos(z) de modo que du = —sen(x)dz. Entonces /Sen(x)cos2(x)da: =— . Por lo

tanto
cos®(z)

3 +C.

/seng(x)da: = —cos(z) +

3. Para integrar expresiones de la forma sen”(x) - cos™(z), con n o m impar:

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que n es impar, de modo que n = 2k + 1, para algin
k € N. Entonces conviene proceder de la misma manera que en la situaciéon anterior.

Ejemplo 6 FEncuentre /senQ(m) - cos®(x)dx.

Solucién. Reescribiendo cos®(z) = cos(z) - cos*(x) = cos(x) - (1 — sen?(x)) tenemos que.

/senQ(x) - cos3(x)dx = /senZ(x) -cos(z) - (1 — sen?(z))dx

Resolviendo el producto y utilizando la linealidad de la integral se sigue que

/senQ(:c) - cos®(x)dx = /senQ(az) - cos(x)dx — /sen4(x) - cos(x)dx

Las dos integrales a la derecha se pueden resolver con la misma sustitucién, u = sen(z) de
modo que du = cos(x)dx. Por lo tanto
sen3(x)  sen®(z)

200N . .3 _ _
/sen () - cos®(x)dx 3 3 +C.




4. Para integrar expresiones de la forma sen”(x) - cos™(z), con n 'y m par:

Como n y m son pares se sigue que n = 2k y m = 2[, para algunos k, [ en N, de modo que
sen™(x) - cos™(x) = (sen®(x))* - (cos?(x))!

Entonces conviene sustituir ambos por las identidades de la primer situacién y desarrollar.
Ejemplo 7 Encuentre /senQ(x) - cos?(x)dx.

Solucion.

/wﬁm»w¥@Mw=/<“*f@“>(““f@@>mz — 1 [0 corpan
([ femnar)

1
:a:_/ +cos(4x)d$
4
x
=1 8</dx+/cos4x )
x z 1sen(4x)
=178 8 a ¢
T 1
=3~ ﬁsen(él:c) +C

Sustitucién trigonométrica
Ahora, estudiaremos un tipo de sustitucién que es muy tutil cuando podemos asociar el inte-
grando con un tridngulo rectangulo a través del teorema de Pitagoras.

Ejemplo 8 Halle I} = / V1 —t2dt

Solucién. Pensemos en el triangulo rectdngulo que tiene hipotenusa ¢ = 1 y uno de sus catetos es

a = t, de modo que, por el teorema de Pitdgoras, podemos escribir el otro cateto como b = /1 — ¢2.
Entonces, en ese tridangulo se cumplen las siguientes identidades trigonométricas: Para 6, el angulo

formado entre ¢ y a se tiene que sen(f) = \/7 m Y cos(0) = % = t, de modo que
dt = —sen(0)df. Sustituyendo tenemos lo sigulente
L — /sen (—sen(9))do = —/senQ(G)dG =— / 1_#8(20)(19 = —% <0 — sen2(20)> +C
Utilizando que sen(260) = 2sen(0) - cos(#) se tiene
/sen(e) - (—sen(0))dd = g + 2sen(0)4- cos(6) +C

Por lo tanto, regresando a la variable ¢ se tiene

arc cos(t tv1 —t?
I = — 5 <)+ 5 +C




Ejemplo 9 Halle I, = /1‘2\/4 — x2dx

Solucién. Pensemos en el tridngulo rectangulo que tiene hipotenusa ¢ = 2 y uno de los catetos

a = x, de este modo el otro cateto mide b = /4 — 2. Y para t, el dngulo formado por ¢y a
x

se cumplen las siguientes relaciones trigonométricas: sen(t) = > de modo que dz = 2cos(t)dt,

4 — x4

y tg(t) =

cos(t) = ——— ———. sustituyendo tenemos que
2 4 — zt

I, — /(4sen2(t)) - (2cos(t)) - (2cos(t))dt = 16/sen2(t) - cos®(t)dt

Note que obtuvimos una de las integrales que ya resolvimos, por lo que podemos sustituir el resul-

tado.
t  sen(4t)

16 [ sen2<t>-cos2<t>dt=16(8 4 +cl>:2t_sen<4t>

+C

Para regresar a la variable original consideremos las siguientes identidades:
sen(2x) = 2sen(x)cos(x)
cos(2z) = cos®(z) — sen?(z)

Se tiene que

sen(4t) = sen(2t) - cos(2t) = 2sen(t) - cos(t) - (cos*(x) — sen?(z)).

Por lo tanto

4 — 2 4 — 2 2
12=2arcsen(§)—2§-¢7.< 4:6 _z>+0

1
= Zarcsen(g) — gaz'\/ll—mz -(4-22%)+C

1 .
= Qarcsen(g) — §\/4 — 22 (4 —223) + C



