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Clase 27

Integracion de funciones racionales

T4+ 3
Ej lol Hallel; = | ———d
jemplo alle Iy /x2+2x+2$

Solucion.

1 2x +6 1 2x + 2 4
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Sea u = 2% + 2z + 2, entonces du = (2 + 2)dz = 2(z + 1)dz. De este modo

2z + 2 du

Y sea v =2+ 1, dv = dx, de modo que

4 4
/(x—i_l)z—’_ldl' — / m = arCtan(v) —+ C

Por lo que
1
L = iln(:vQ +2x+2) 4 2arctan(x + 1) + C
|
. 1
EJemplO 2 Halle ]2 = Wdﬂ?
Solucién. Note que se puede reescribir el integrando de la siguiente manera:
| z?
(x24+1)2 2241  (2241)2
Por lo que
1 z? T
12 = / xQ i ld.’L' — / mdl’ = arctan(x) — /l’wd.f
d d 1 1
Consideremos f = x % =1y ﬁ = (ngcw , g = YT de modo que
T z 1 1 dx z 1 1
—dr = —— = =—————+ —arct C
/x(x2+1)2x 2x2+1+2/:p2—|—1 1 g aretan(z) +

Por lo tanto
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v —arctan(z) + C

IQ = arctan(x) + §m - 9
1 T
— 5 arctan(ac) —+ m + C
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Ejemplo 3 Halle 13 :/(2_|——+—1)2 X
T X

Solucién. Reescribamos el integrando.

1 B 1 B 1
(#2+2+1)2 2 A\ 2 2
+
(z+3)2+3 = (”" 2) +1
< 2 4 16 \/g
De modo que
16 dx
I3

[
Ejemplo 4 Halle I, = /sec(x)dx

Solucién. Trabajemos el integrando.

sec(x) = L _ cos(x) — cos(x) _ cos(x)
cos(z)  cos?(z)  1—sen2(z)  (L+ sen(z))(1 — sen(x))

:% < cos(x) . cos(x) )

1+ sen(x) 1—sen(x)

De modo que

1 cos(x) cos(x) 1 / cos(x) 1 / cos(x)
ILi=|[ - de =< | ————dx+ - | ————d
4 / 2 <1 + sen(x) Tz sen(x) T 1y sen(x) v 2 ) 1—sen(x) “
Consideremos los siguientes cambios de variable: Sea u = 1 + sen(z), du = cos(x)dx y Sea v =
1 — sen(x), dv = —cos(x)dx. De modo que

/ cos(x _)/du LC
1+sen

/Cos(x)d BN B

1 — sen(x) v




Por lo tanto

o 1 1 1+ sen(x)
Iy = 2ln(1 + sen(x)) 2ln(l + sen(x)) +C = 2ln<1 — sen(m)) +C
1 1+ sen(xz) 1+ sen(x)
- 2ln<1 —sen(z) 14 sen(x) e
1 (1 + sen(x))?
(i)
1 1+ sen(x) 2
—2ln([ cos(x ) } e
2 <1 + sen(z
=Zln +C
2 cos(x

= ln(sec( ) +tg ac) +C

[

Como se aprecia en los ejemplos anteriores, es posible integrar funciones racionales utilizando los
métodos que hemos estudiado, sin embargo, en la mayoria de casos, es necesario primero trabajar
la expresion en el integrando antes de que se clara la manera de proceder.

En general, la integracién de una funcién racional arbitraria dependera de propiedades de estas
funciones, consecuencia del Teorema Fundamental del Algebra, y de los siguientes resultados, cuya
demostracién serd omitida pues no concierne a este curso.

Teorema 5 Cada funcion polindmica q(x) = "+ by_ 1™ - bz 4-by puede escribirse como
un producto

q(@) = (@ —a)" - (2 — o) (2 + Bu+ )" - (@7 + Bz + )™
donderi+ro+ - +rg+2(s1+--+5) =
Teorema 6 (Descomposicién en fracciones parciales) Sin <m y

p(z) = 2" + an 12" 4+ - +ao,
q(z) = 2™ + byp1a™ -+ b
= (z—a)" - (2 — ) (@ + e+ )" - (@ + B+ )Y

Entonces una funcion racional f(x) = }7Em§ puede escribirse en la siguiente forma:
q(x
=20 S5 A S P
€Tr) = —— =
(@) FHim @) H I $2+bix+6i)
23+ 322 +2

Ejemplo 7 Halle I = .
Jemp / -3 —x+1
Solucién. Comencemos calculando la descomposicién en fracciones parciales del integrando, usando
los teoremas anteriores.

Sean p(z) = 2° + 32° + 2 y q(z) = #* — 2® — z + 1. Factoricemos ¢(z).

4

)=z - —z4+1=2%(cz-1)—-(z-D=@-DE* -1 =(@-D@-DE*+z+1),



donde z? + z + 1 ya no puede ser factorizado pues tiene discriminante negativo.
Se cumplen las hipétesis del teorema de descomposicién en fracciones parciales por lo que deben
existir A, B, C'y D en R tales que

px) A n B N Cr+ D
giz) -1 (x—1)2 22+x+1

Para encontrar el valor de dichas constantes, es necesario simplificar la expresién a la derecha y
comparar numerador y denominador término a término con p y g respectivamente.
Veamos que

A+ B+Ca:+D_
r—1 (z—-1)2 22+x+1

Alxd+22+2—22—2—1)+ Ba? + Bx + B+ C23 + D2? — 202% — 2Dx + Cx + D

(e =120 +a+1)
(A+C)2*+ (B+D—-2C)2*+(B-2D+C)z+ (—A+ B+ C)
(x —1)2(z2 +2x+1)

Notemos que el denominador es ¢(x), mientras que para el numerador deben cumplirse las siguientes
igualdades, que forman un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas que, afortunadamente, tiene
solucién unica.

A+C=1 (1)
B+D—-2C =3 (2)
B-2D+C =0 (3)
—A+B+C=2 (4)

Si sumamos (1) y (4) se tiene A+ C — A+ B+ D =142 < B+ C+ D = 3. Al igualar esta
expresion con (2) se sigue que B+C+D =B—-2C+D < (C = -2C <= (C = 0. Sustituyendo
en (1) obtenemos A = 1.

Ahora sustituyendo el valor explicito de C' en (3) se sigue que B = 2D, sustituyendo esta
expresion de B en (2) obtenemos 3D =3 <= D = 1. Finalmente, B = 2.

Por lo tanto

/’x3+m¥+2 /‘1 d_+/ 2 d<+/ L
= x ——dx ————dzx
t—ad—x+1 x—1 (x —1)2 ?24+x+1

Donde las primeras integrales puedes resolverse facilmente con el mismo cambio de variable, u =
x — 1, du = dz, mientras que la tercera se puede trabajar de la misma manera que I3 en el Ejemplo
3 de esta clase, por lo que queda como ejercicio resolverlas explicitamente.




