Ultima actualizacion: 20 de enero de 2022

Ayudantia 25
Aplicaciones del Teorema de Taylor

Ejercicio 1. Calcule el siguiente limite:

I sen(z) arctan(z) — x2
20 1 - cos(a?)

Demostracion. Para la solucién de este problema, usaremos la siguiente propiedad del resto de
Taylor.

Lema auxiliar. Si f(z) = pp fc(2) + Ry ¢c(x) para toda z, donde py, ¢ es el polinomio de Taylor
de f de grado n alrededor de ¢, y Ry, . es su resto de Taylor (de grado n), entonces

1' Rn:fvc(x)
im —2— 2 =
z—c (x—c)"

0

La prueba del lema auxiliar es inmediata porque R, f.(z) = f(x) — Py sc(x) vy la primera
propiedad del polinomio de Taylor que se demostr6 fue que

o F@) = pnge()

lim =2 <0

Ahora, los desarrollos de Taylor de grado 4 alrededor de 0 de las funciones seno, cos(z?) y
arcotangente son

25
sen(x) =x - 31 + R gsen,0()
4 8
zt oz
COS(ZU2) =1- ? + E + R4,COS(12),0(37)
3

x
arctan(x) = x — 5 + R4 arctan,0(T)
(realice los calculos para verificar que lo que se afirma es correcto).

Ahora, al sustituir las expresiones anteriores en la funciéon original obtenemos lo siguiente:

3 3
sen(z) arctan(z) — 2% (a: gt R4ysen70(x)) (x — R4,arctan,0(x)) -

— o) 4 8
1 - cos(x?) 1- (1 S+t R4,cos(x2),0(x))

(-77 - %) (J} - x_;) —a?+ (1‘ - 3%3) R4,arctan,0(x) + (.1‘ - 3?3_3) R4,sen,0(x) + Rl(x)

x4 8
o T oA R4,Cos(x2)70(x)

4 4 6 3 3
22 - 22?4 (2 - %) Ruaretan0(2) + (2 - 5 ) Rageno(®) + Ra(2)

x4 28
o T oA R4,cos(x2),0(x)




4 3 3
_% + %3 + («’E - %) R4,arctan,0(x) + («’E - %) R4,sen,0(x) + Rl(x)

x4

3
2 % - R4,cos(z2),0(w)

donde R (35) = R4,arctan,0(x)R47SEH70(x)'

Luego, si x # 0, a partir de las igualdades anteriores se obtiene que

4 6 3 3
sen(z) arctan(z) — z% %4 T tEt (:c - %) Ry arctan,0 (%) + (fC - %) Ryseno(2) + Ra(x)
2 -1 4 8
1- COS($ ) 3 % - % - R4,cos(12),0(‘r)

1 z2 z3 R4,arctan,0(13) 23 R4,scn,0(z) Rl(I)
_2+18+(x_ ) x4 T\ 3 x4 T

1 z4 R4,cos(7;2),0(z)

2 4! x4

Por lo anterior

1 z? z3 R4,arctan,0(x) 3 R4,sen,0(x) Ry (m)
sen(z)arctan(z) -22 ., "3t " (‘T - F) o T\ T R
lim 5 =lim
z—0 1- COS(SU ) z—0 1 ﬁ _ R4,Cos(12),0(x)
2 4l 4
_1
- _2
1
2
=-1
donde la segunda igualdad se obtiene porque
, R4,sen,0($) , R4,Cos(x2),0(x) , R4,arctan,0($)
lim —————= =0=1im = lim
x—0 x4 x—0 3;‘4 x—0 :E4

en virtud del Lema auxiliar, y también

3 3
h’m(:v—x—) =O=h’m(x—x—)
z—0 ) z—0 3

(;por qué es importante mencionar esta segunda linea?). Ademas, se cumple que

1§ R4,arctan,0($)
fm —————~ =

0
x—0 ,1‘4

¥ R4 gen,0(2) es una funcion acotada en un intervalo (p,q) tal que 0 € (p,q), asi que, por un teorema
de Célculo Diferencial que asegura que si h'r% f(z) =01y g es acotada en un intervalo (b, c) tal que
€T —>

0 € (b, c) entonces lirr(l)(fg)(:v) = 0, se cumple que
r—

R R )R x R T
lim 1(41') - lim 4,arctan,0( z 4,sen,0( ) - lim (R4,sen,0(1') 4,arcta4n,0( )) - 0.
z—->0 z—0 x z—0 €T

En conclusién,
sen(z) arctan(z) — 2

Ii =-1.
720 1 - cos(z?)




Ejercicio 2. Suponga que a; y b; son los coeficientes de los polinomios de Taylor de grado n en c
de las funciones f,g: (a,b) - R, respectivamente, es decir,

RO LIC)

a; = —
! 7! ! 7!

Halle los coeficientes ¢; de los polinomios de Taylor en c de las siguientes funciones en términos de
los coeficientes a; y b;.

(i). f+g (iii). f'
(ii). fg (iv). h(z) :fcxf(t) dt

Demostracion. A partir de las hipotesis obtenemos que

n £ (e .
flz)= Z[:) fz—'()(x -¢)'+ Ry pc(x)

n () (e .
g(x) = ZE} gz—'()(x —¢)'+ Ry g.c(x).

(i) Para toda z tenemos que
(f+9)(x) = f(z) +9(x)
@ (¢ 4 c .
3D ot Roge@) + 3 D (0= 4 Rl

=0 =0

g (f(%) g@(c)) o

)l + R’fl,f,C(x) + Rn:g)c(x)

HM

Ahora, notemos

n (D0 o@D (e .
Q(x)zz(f 1, o >)(x_c)@

i=0
es igual a f + g hasta el orden n en a porque

L)@ - Q) | Fuge@) + Rage(a)

ch (x =) T (x-c)"

=0

por el Lema auxiliar mencionado en el Ejercicio anterior. Esto implica que Q = pp g (s un
Corolario de la igualdad de polinomios en (z — ¢) que son iguales hasta el orden n en ¢). Por lo
tanto,

19 , 99

: —— = a; +b;.
1! 1!

C; =

(ii) Notamos que
(f9)(z) = f(2)g(x)
(iaz('x _C) +R n,f,c JI)) (Zb (IL’— C)l + Rngc(x))

=0

3



= (éai(:c - c)’) (f{:}bi(x - c)z) + Ry, po(x) (i bi(x - c)l) + Ry g.c(z) (éai(az - c)’)

=0

J=0

= agbg + (agby + a1bg) (x —c) + -+ (i ajbnj) (z-¢)" + Ry(x)
donde
Ri(x) = ' Z abj(z - ) + Ry, f.c() (Zn(; bi(x - c)l) + Ry g.c(2) (i}ai(as - c)z) .
i+j>n i= i=

Notamos que
Ri(x)
m

z—c (x —c)" B

porque
tim Znete@) _ g Fge(®@)
z—c (x—c)" z—c (x—c)"

en virtud del Lema auxiliar presentado en el Ejercicio anterior, ademas, ¥ a;(z - ¢)' vy ¥ b;(x - ¢)*
son acotados, lo cual implica que el limite de su producto es cero; ademas,

» aibj(:r—c)”j
,  i+j>n
lim

T>C (x-c)"

=0

pues al hacer la division, en cada sumando queda a;b;j(x —¢)*™/™", y como i+ j —n > 0, el limite
cuando z tiende a ¢ es cero. Si denotamos

Q(z) = agbo + (apb1 + a1by) (x —c) + -+ (i ajbn_j) (x-c)",
=0

la ecuacion (1) implica que pp fq. ¥ @ son iguales hasta orden n en ¢, de donde se sigue que
Q = pn,fg,c- Por lo tanto,

%
C; = Z ajbi—j-
j=0

(iii) Observamos que

F() - (%()) e (Bnse) (@)
=§mz(~%’—0)z Y+ (Ry g ) (x)
n—1

(G + Dajar(z—c) + (Ruze) (2).

j=0

.
Il

Por lo tanto, ¢; = (i + 1)a;+1 si i <n—1. ;Qué podemos decir acerca de ¢,?

xT
(iv) Ya que h(x) = f f(t) dt y conocemos otra expresion para f, entonces
(&

h(x) = /;x (2@(75 —c)' + Rn’f,c(t)) dt

4



M=

i
=}

f$ai(x—t)i dt+f$Rn,f7c(t) dt

a;

iot+1

(z-c)*' + f "Ry go(t) dt.

2=l gi 0 < i <n (jpor qué?).

Por lo tanto, co =0y ¢; = =%



