Ultima actualizacién: 6 de enero de 2022
Clase 29

Considere un nimero real positivo ¢, jse le ocurre una manera de calcular In(c)? Hasta el
momento lo dnico que podriamos hacer es calcular una suma superior o una suma inferior para la
funcién 1/t en el intervalo [1, ¢| (o bien en el intervalo [c, 1]) para aproximar
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Ahora, si consideramos una funcién polinomial p(z) = a,z™ + - - - a1z + ag y le pido calcular el
valor de p en un nimero real ¢ seguro sabra qué hacer y, tal vez después de muchas cuentas, podria
dar el valor de p en c.

Imagine ahora que podemos “aproximar” una funcién f “cerca” de un punto ¢ mediante una
funcién polinomial p. De esta manera podriamos dar valores “aproximados” a los que la funcién f
asigna a puntos “cercanos” a c, mediante los valores que el polinomio p les asigna.
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Figura 1: La funcién polinomial p se “aproxima” a la funcién f “cerca” de c y la difererencia entre
fle+0) y p(c+ ) es muy “pequena”

En este capitulo estudiaremos unos polinomios (funciones polinomiales) construidos a partir de
una funcién dada en un punto dado, llamados Polinomios de Taylor.
Polinomios de Taylor
Consideremos una funcién polinomial
p(x) =apx™ + -+ asx® + a1z + ap.
Note que p(0) = ag. Luego, derivando p, tenemos que

p(z) = nanx™ '+ - 4 2a92 + ay,



de donde p'(0) = a1. Consideremos ahora la segunda derivada de p. Tenemos que
p"(z) =n(n — Daz" 2+ - + 2ay

y de aqui que p”(0) = 2as. Ahora, si recordamos que 1!=1y 2!=2y que p’ y p” se denotan también
por p 1 yp 2) respectivamente, entonces tenemos que
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Y en general, para k € {1,2,...,n}, que
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Note que, como 0! =1y p(o) = p, entonces la expresion anterior también vale para k = 0.
Ahora, si consideramos una funcién polinomial escrita en términos de la “variable” (z — ¢), es
decir, si p es como sigue

p(z) =an(z — )"+ +ag(x —)* + ai(z — ¢) + ao,

entonces obtendriamos, para cada k € {0,1,...,n}, que
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En ambos casos podemos escribir los coeficientes de las funciones polinomiales en términos de
las primeras n derivadas del polinomio evaluadas, en el primer caso, en 0 y en el segundo caso
evaluadas en c. De esta manera podemos pensar en una funcidon que sea n veces derivable en un
punto ¢ y construir un polinomio que tenga coeficientes determinados por las primeras n derivadas
de f en el punto c.
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Definicién 1 Sean f: (a,b) — R, ¢ € (a,b) yn € N. Si f es n-veces derivable en ¢, definimos el
polinomio de Taylor de grado n de f en c, denotado por py f.(x), como
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En muchas ocasiones, si no hay confusién, escribiremos p;, . en vez de escribir p,, ¢ .

Ejemplo 2 Halle el polinomio de Taylor de grado 2n + 1 de la funcion sen en ¢ = 0.

Solucién. Note que



En general, se puede demostrar, para k € {0,1,...,2n + 1}, que

0 sik=4l,conl € Z,

1 ik=4l4+1 Z
sen(k)(()) _ sik l+1,conl € Z,
0 sik=4l42,conl € Z,
—1 sik=4l+3,conl € Z.
Asi, para k € {0,1, ..., 2n},
0 sik=4l,conl € Z,
1
Sen(k) (O) _ k" si k = 4l + ].,COII l S Z,
k! 0 sik=4l4+2,conl € Z,
-1
i sik=4l4+3,conl € Z.
Por lo tanto,
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Figura 2: Se muestran las graficas de sen y de ps gen,0-

Ejemplo 3 Halle el polinomio de Taylor de grado 2n de la funcion cos en ¢ = 0.

Solucién. Note que



En general, se puede demostrar, para k € {0, 1,...,2n}, que

1 sik=4l,conl € Z,

0 sik=4l+1,conl € Z,
-1 sik=4l42,conl € Z,
0 sik=4l+3,conl € Z.

cos® (0) =

Asi, para k € {0,1,...,2n},

1
2l sik=4l,conl € Z,
cos®)(0) 0 sik=4l41,conl € Z,
o BT
k! o sik=dl4+2comlez,

0 sik=4l+3,conl € Z.

Por lo tanto,
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Figura 3: Se muestran las graficas de cos y de p4.cos,o-

Ejemplo 4 Halle el polinomio de Taylor de grado n de la funcion exp en ¢ = 0.

Solucién. Note que exp(0) = 1y que exp®) (0) = exp(0) = 1 para toda k € {1,2,....,n}, por lo que

1 1 1 1
pn,O(-T) = 1+ﬁ$+5$2+ g.%'g—i-"'-f—m.%'n.

Ejemplo 5 Halle el polinomio de Taylor de grado n de la funcion In en ¢ = 1.



Solucién. Note que

In’(x)

In"(z) = —=

ln///(z) —
Se puede demostar que, para cada k € {1,...,n},

In® () =

Asi, para cada k € {1,...,n},

Por lo tanto



