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Clase 33

En esta ocasion conviene recordar una definicién y un resultado vistos antes:

Definicién 1 Sean f : (a,b) — R, c € (a,b) y n € N tales que p, ¢ existe. Definimos el resto
de grado n de f en c, denotado por R, ;.(x), como la funcion R, ;. : (a,b) — R dada por

R pe(z) = f(x) = pn.ge(T).

Teorema 2 (Forma integral del resto) Sean f : (a,b) — R, ¢ € (a,b) y n € N. Si para
z € (c,b) existe f"FY) en [c,z] y es continua en [c, ], entonces

7 pn)
Rusew) = [F 06— a

En el Teorema 2 se mostré la posibilidad, bajo ciertas hipdtesis, de utilizar una integral para
expresar el resto. En esta ocasion exhibiremos una forma de expresar el resto en términos de una
derivada.

El Teorema de Taylor

Lema 3 Sean ¢ € (a,b) y R : (a,b) — R una funcion que es (n + 1)-veces derivable en (a,b) y
que

R®(c)=0

para toda k € {0,1,...,n}. Entonces, para cualquier x € (c,b), existe t € (c,z) tal que

R(x) _ R"(@)
(x—ctl  (n4+ 1)

Demostraciéon. Demostraremos esta afirmacion usando inducciéon matemaética.

Si R: (a,b) — R es una funcién derivable en (a,b) que satisface, para ¢ € (a,b), que R(c) = 0,
entonces para cada = € (¢,b), por el Teorema del Valor Medio aplicado a R en el intervalo [c, x],
tenemos que existe t € (¢, z) tal que

R(.’E) — R(C) _ R,<t)7
es decir,
f(_x)c = R'(t).

Lo que demuestra nuestra base de induccion.

Ahora supongamos que para cualquier funcién @ : (a,b) — R que es n-veces derivable en
(a,b), que satisface que

Q¥ () =0,

para toda k € {0,1,...,n — 1} se cumple que para cualquier x € (c,b) existe t € (¢, z) tal que



(x — )™ n!

Q) _ QM)

Luego, consideremos R : (a,b) — R una funcién (n + 1)-veces derivable en (a, b) que satisface que
R®)(¢) =0

para toda k € {0,1,...,n} y sea z € (¢,b). Aplicando el Teorema del Valor Medio de Cauchy a las
funciones Ry g(z) = (z — ¢)"™ en el intervalo [c,z], tenemos que existe [ € (c,z) tal que

es decir,

R(x) R'(I)
@0 et -0 (1)

Ahora, si consideramos la funcién Q : (a,b) — R dada por Q(z) = R'(x), entonces Q satisface la
hip6tesis de induccién, por lo que, para [ € (¢, x) se tiene que existe t € (¢,1) tal que

QU QM)

(I—c) n!

es decir,

R,(l) B R(n+1)(t)
(I—cr  nl

Finalmente de las ecuaciones (1) y (2), tenemos que

R(z) R(I) 1 RO (1) RO (1)

(x—c)mtt (n+1)(I—c)  (n+1) n!  (n+1D)
Lo que concluye nuestra prueba. m

Teorema 4 (de Taylor) Sean c € (a,b) y f: (a,b) — R una funcion (n + 1)-veces derivable en
(a,b). Entonces, para cada x € (c,b) existe t € (c,x) tal que

(n+1)
Rogela) = T = !

(a esta expresion para el resto se le conoce como la forma de Lagrange del resto).

Demostracién. Recuerde que R, r. = f — Dn fc, Por lo que R, s es (n + 1)-veces derivable en
(a,b) y note que
RO (e) = 19 (e) = pil} o(e) = 0,

n,f,c
para cada k € {0,1,...,n}. Es decir, R, f. satisface las hipdtesis del Lema 3, por lo que, para cada
x € (¢, b), se tiene que existe t € (¢, x) tal que
(n+1)
Rn,f,c(x) _ Rn,f,c (t>
(x—c)mtl (n+ 1)




Pero Ril";rcl) = flntl) _ pfj’;}) = O+ pues Pn,f,c €s un polinomio de grado a lo mas n. Asi que

Ruge(z) _ fOH0(1)
(x—c)tt (1)’

es decir,
— M n+1
an.ﬂc(l‘) - (n+ 1)' (':U C) *



