Ayudantia 27
Divergencia a infinito. Sucesiones e integrales.

Ejercicio 1. (i). Pruebe que si 0 < a <2, entonces a < \/2a < 2.

(7). Pruebe que la sucesion definida por ay = V2 y ans1 = 2an, sin>1, es convergente.

(iii). Calcule nh_)rglo -

Demostracion. (i) Como 0 < a < 2, entonces v/a < /2, de donde
a=vava<V2Ja<V/2/2=2

como se deseaba.

(ii) Notamos que /2 = a1 < /2a; = az < 2 en virtud del inciso anterior. Inductivamente obtene-
mos que ay, < an+1 < 2 (escriba la prueba por induccion). Por lo tanto, {a,} es una sucesion creciente
y acotada superiormente (por 2). Luego, por un teorema sabemos que si cualquier sucesion creciente
y acotada superiormente es convergente, asi que {a,} es convergente.

(iii) Denotemos ¢ = lim a,. En virtud del Lema 3 de la Ayudantia 26 tenemos que lim a1 = ¢
n—oo

n—>o0

(aqui k =1). Ahora, se cumple que
0= lim apsq = lim 2a, = lim V2/a,
n—00 n—o00 n—00
=2 lim \/a,

n—oo

= V2V =2,

donde el segundo renglén se obtiene por el Teorema de equivalencia de limites de funciones y limites
de sucesiones porque lim a, = £. A partir de lo anterior, ¢ = \/2¢, esto es, % = 2¢, de donde ¢ = 2.
n—o00

(;Por qué no ocurre ¢ =07) Por lo tanto, lim a, = 2. |
n—oo

Definiciéon 2. Sea {a,} una sucesion.

(i). Decimos que {a,} diverge a infinito, que denotamos por lim a,, = oo, si para toda M > 0

n—oo
existe IV € N tal que si n > N, entonces a,, > M.
(ii). Decimos que {a,} diverge a menos infinito, que denotamos por lim a,, = —oco, si para toda
n—00
M <0 existe N € N tal que si n > N, entonces a, < M.

Lema 3. Si lim a, = oo, entonces lim C% =0.

n—>oo n—oo Yn



Demostracion. Ya que lim a, = oo, hay a lo mas una cantidad finita de términos tales que a, =0,
n—o00

ya que existe ng € N tal que si n > ng, entonces a,, > 1. Por ello, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que para toda n € N se cumple que a,, # 0 (en caso necesario tomamos una subsucesion).

Sea € > 0. Como lim a,, = oo, existe Ny € N tal que si n > Ny entonces a,, > % > 0. Esto implica
n—>00

que |ay| = a,, si n > Ny. Proponemos N = Ny. Asi, si n > N, entonces

1 1 1
0= — = —<e
an lan| an

Por lo tanto, lim - = 0. [

n—oo adn

Ejemplo 4. (i). Es claro que lim n = oo (;puede demostrarlo?), por lo cual lim % = 0. Note que
n—00 n—>o0

este resultado ya lo conociamos.

(ii). Como lfm 2" = oo, entonces lim 5 = 0.

(iii). Tenemos que si @ > 1, entonces lim a” = oo (demuestre este hecho), asi que por el Lema
n—oo

anterior se sigue que lim a% =0.
n—o0

—

(iv). Sean p y ¢ dos polinomios. Si grad(p) > grad(q), entonces lim % = oo (jpor qué?). Luego,

n—oo
T cnoa(n)
el Lema implica que 7}151010 o) = 0.

Observacion 5. El reciproco del Lema anterior es FALSO.

g . . —1)" , .
Demostracion. Consideremos la sucesion {ay} = {%} Notamos que lim a, = 0. Sin embargo,
n—0o0

{a%} ={(-1)"n} NO diverge a infinito. .

Pregunta. ;Qué puede decir de lim ai si lim a, = -c0?
n—oo

n—oo “n

Lema 6. Si lim ay,, = ¢, entonces lim |ay| = |¢|.
n—00 n—oo

Demostracion. Sea e > 0. Recordamos que | |b|—|c| | < |b—c]| para cualesquiera b, ¢ € R. Por la hipotesis
existe Ny € N tal que si n > Ny entonces |a, — £|. Basta tomar N = Ny. Asi, si n > N, entonces

| Jan|— €] | < lan — ¢ <e.

Por lo tanto, lim |a,| = |¢|. |
n—oo

Observacion 7. El reciproco del Lema anterior es FALSO.

Demostracion. Consideremos la sucesion {a,} = {(-1)"}. Notamos que |a,|=|(-1)"| = 1 para toda
n €N, por lo cual lim |a,|=1. Sin embargo, {a,} no es convergente. [ ]
n—oo



Lema 8 (de comparacion). Suponga que para toda n € N (salvo una cantidad finita de términos) se
cumple que a, < b, y que hm an = 00. Entonces lim b, = co.

n—>00

Demostracion. Sea M > 0. Por hipétesis existe Ny € N tal que si n > Ny, entonces a, > M, y como
b, > a,, entonces b, > M. Asi, por definiciéon, lim b, = co. [ |

n—00

Lema 9 (de comparacion). Suponga que para toda n € N (salvo una cantidad finita de términos) se

cumple que a, < b, y que lim b, = —co. Entonces lim a, = —.
n—o00 n—00

Para concluir, calculemos algunos limites de sucesiones donde se use nuestro conocimiento acerca
de funciones.

Ejercicio 10. (i). Pruebe que para toda n € N se cumple que

1
— <ln(n+1)—ln(n)<;.

(7). Considere la sucesion definida por

¢Fs {an} convergente?

i) Sea P = {n,n + 1} la particion trivial del intervalo [n,n + 1]. Consideremos la
. Entonces

Demostracion. (
funcion f(z) =1
n+11
S(f.P)< [ — dz<5(s.P)
x

y las desigualdades son estrictas porque una particiéon con 3 puntos da una suma inferior que es

estrictamente mayor que S(f, P) y una suma superior que es menor estrictamente que ?( f, P).
n+1

Como S(f,P) = n+1, S(f,pP)=1% [ 1 dx =In(n+1) - In(n), entonces
x

n

1
<In(n+1)-In(n) < —.
1 n

(ii) Notamos que para toda n € N se cumple que a, — ap41 = In(n +1) —In(n) - n+1 > 0 por el
inciso anterior. Esto muestra que la sucesion {a, } es decreciente.

Ahora, notemos que para toda j € N se cumple que In(j + 1) —In(j) < % por el inciso anterior,
luego

(ln(j +1) —In(j))

NgE
mu—x
M:

<.
I
—
3 <.
Il

-1
> 3% (In(j + 1) - In())

7=1
=1In(n) —In(1)



- In(n),

por lo tanto, Z = —1In(n) > 0 para toda n € N, es decir, {a,} es acotada inferiormente (por 0).
j,
Finalmente, como {an} es decreciente y acotada inferiormente, entonces {a,} es convergente. Se
denota v = lim (1 + % +...+ % - ln(n)) y a dicho nimero se le llama constante de Fuler y es un
n—00

nimero tan misterioso que se conocen muy pocas propiedades. [

Ejercicio 11. Calcule el siguiente limite:

” e+ Ve 4+ Yen
11m .

n—oo n

Demostracion. Notemos que para cada n € N se cumple que

e+ Ve + - \/_” elln  g2in en/mn
+ ot )
n n n n

Ahora, sea f:[0,1] - R definida por f(x) = e . Consideremos la particion homogénea de [0, 1]

en n subintervalos, es decir, tomemos P,, = {(), = n, L= 1}. Luego, tenemos que
- n 67Z/n
S(f, Pn) = Z
i=1 T

porque f es una funcion creciente (y por ello M; = e/ ), esto es,

e+ Ve + -+ Yen

n

_g(fapn)

Por lo tanto, queremos calcular

i e VR e

n—00 n

= lim S(f, Py).

Recordamos que en el caso de funciones integrables es posible calcular el valor de la integral como
el limite de la sucesion de sumas superiores respecto a particiones homogéneas (vea la Ayudantia

1 1
/fz/emdx:eﬂé:el—eo:e—l,
0 0

lim Ye+ Ve2+-+ {en

n—00 n

2), y ya que ademas

obtenemos que

1
- 1fm§(f,Pn):ff=e—1
0



