Ayudantia 28
Calculo de algunas series
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Ejercicio 1. Determine si la serie Y. 12
n=2

7

es convergente.
n-1

Solucion. Notemos que para todan € N con n > 2 se cumple que n?—1 < n?, por lo cual 0 < Vn2 -1 <
vn? =n, lo que implica que
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0<—<—

n n2-1
Observe que lo anterior justifica que la suma inicia en n = 2, pues ello asegura que la sucesion
subyacente esté bien definida (si n = 1, entonces vVn? -1 =+/1 -1 =0). Asi, note que una serie puede
iniciar en cualquier nimero y no necesariamente en 1.

n=2
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Ahora, como la serie % no es convergente, entonces la serie ) % tampoco es convergente. Fi-
n=1

nalmente, por el criterio de comparacion (ver Teorema 5 de la Clase 40) obtenemos que
no es convergente.
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377 €S convergente.
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Ejercicio 2. Determine si la serie Y,
n=1

Solucion. Consideremos las sucesiones {a,} = {n’}—il} y {bn} = {%} Notemos que a,, b, > 0 para
toda n € N y ademés

n3
Iim — = lim =1>0
n—oo b, nooon3 + 1

[eo)
Ya sabemos que la serie Y +

n=1 "

no converge, asi que por el criterio de comparaciéon en el limite
oo

(ver Teorema 7 de la Clase 40) se concluye que la serie Y

n=1

n2

311 no es convergente. |
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Ejercicio 3. Determine si la serie y 7 es convergente.
n=1""

Solucion. Consideremos la sucesion {a,} = {2—2,} Notemos que para toda n € N se cumple que

1 2
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an n2 n?(n+1)! n? n+1
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Luego,

n+1)2 n+1)\?2
lim # = lim ( )
porque lim 2! = 1. Ya que también
n—o00

1

1
lim =0,



entonces se cumple que
. An+1 ; (TL + 1)2 1
lim — = lim ———
n—-oo @, n—00 n2 n+ 1

=1(0) = 0.

Ahora, como el limite anterior es cero, 0 < 1 y para toda n € N se tiene que a, > 0, entonces por el

criterio del cociente (ver Teorema 9 de la Clase 40) se concluye que la serie Z —? converge. M
n=1

1
1 ny/In(n)

Ejercicio 4. Determine si la serie Z es convergente.

Solucion. Tomemos la sucesion {a,} = { L } . Note que la sucesion inicia en ag porque si
ny/In(n) ) 50

n = 1, entonces In(1) = 0 y ello lleva a una condicién Consideremos la funciéon f : [2,00) - R
definida por f(x) = x\/ﬁ Notemos que para toda x € [2,00) se cumple que f(x) > 0 porque

x>0y In(z) > 0. También, vemos que si x,y € [2,00) con x < y, entonces In(z) < In(y), de donde

vIn(z) <+/In(y), por lo cual é < % y \/ml(_y) < \/ﬁ, de donde obtenemos que

1 1
f(y) = ) < NN f(z),

es decir, f es decreciente. Ademaés, f(n) = a,, para toda n € N.
Ahora, observemos que

ff(x)dx=[\/%7dx
RE
=2y/In(z)

donde usamos el cambio de variable u = \/In(x), de donde du = %dw. Esto implica que

N
f £(2) dz = 2¢/I(N) - 2/In(2)
2

N
para toda N > 2, y por lo tanto ]\1{1’111 f f(z) dx no existe, es decir, f f(z) dz no existe. Entonces,

I crit del t 1 Teorema 12 de la Clase 40 | | L
por el criterio de la integral (ver e la ) se concluye que la serie nZQ )

no es convergente. |
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Ejercicio 5. Determine si la serie Y.
n=1

sen(nf)
=35> es convergente.
n



Solucion. Notamos que para toda n € N se cumple que |sen(nf)| < 1, por lo cual

para toda n € N. Como la serie ), n% es convergente (esto se demostro en el Ejemplo 13 de la Clase
n=1

oo
. 5 0 . .,
40), entonces la serie Y, bené—;l)‘ es convergente por el criterio de comparacion (ver Teorema 5 de
n=1
sen(nd)
2

la Clase 40). Esto significa que la serie Y es absolutamente convergente. Es un teorema
n=1

que una serie absolutamente convergente es convergente (ver Teorema 18 de las Notas 08), lo
cual implica que Y, Sené—;w)
n=1

es convergente. [ |



