Ultima actualizacion: 20 de enero de 2022

Clase 36

La sesién anterior vimos lo siguiente:

Definicion 1 Una sucesion es una funcion que tiene como dominio al conjunto de los numeros
naturales.

Notacioén: Si a : N — R es una sucesién, denotaremos por a, a la imagen de n € N bajo a, es
decir,
an = a(n)

y a la sucesién a la denotaremos por {ay,}.

Definicién 2 Sean {a,} una sucesion y | € R. Diremos que {an} converge a l, denotado por

lim a, =1 o por a, — 1, si para cada nimero € > 0 existe un numero natural N tal que para
n—00

todos los numeros naturales n > N se tiene que
lan, — 1] < e.

Lema 3 Toda sucesion convergente es acotada.

Aritmética de los limites de sucesiones

Teorema 4 (Aritmética de los limites de sucesiones) Sean {a,} y {bn} dos sucesiones y
I,m € R tales que lim a, =1y lim b, = m. Se tiene que:
n—oo n—oo

(a) La sucesion {an, + by} converge, mds ain,

lim (ap +b,) =1+ m.

n—oo

(b) Para k € R, la sucesion {ka,} converge, de hecho,

lim ka, = kl.

n—oo
(¢) La sucesion {a, — by} converge, mds ain,

T}LH;o (an —bp) =1—m.
(d) La sucesion {anb,} converge y

lim apb, = Im.
n—oo



(¢)

Sim # 0, entonces existe N € N tal que b, # 0 para todo n > N y la sucesion {d,} definida
como stgue

1 stn < N,

dn=1¢ 1
" 0 stn > N,

n

1 _
es convergente. De hecho, lim d, = —, pero esto se suele escribir como
n—o00 m

(f) Sim # 0, entonces existe N € N tal que b, # 0 para todo n > N y la sucesion {d,} definida

como sigue

1 sin <N,
dn = Z—n stn> N,

n

, l - .
es convergente. De hecho, lim d, = —, pero esto se suele escribir como sigue
n—o00 m

lim — = —.
n—o0 by, m

Demostracion. Sea € > 0.

(a)

Para el nimero positivo £/2, existen N1, No € N tales que:

(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |a, — | < €/2.

(11) para todo nimero natural n > N se tiene que |a, —m| < ¢/2.
Asi, si N = max{ N1, N2}, se tiene que N € N y para n > N se cumple que
|(an +bn) — (L +m)| = |(an — 1)+ (b —m)| < |an =1+ b, —m| <e/24+¢e/2=c¢.

Si k = 0, el resultado se sigue trivialmente (;por qué?). Supongamos entonces que k # 0. Para
el nimero positivo €/|k|, existe N € N tal que para todo ntimero natural n > N se tiene que
lan, — 1] < e/|k|. Asi, si n > N, se tiene que

Ikay — kl| = |E||an — 1| < |k|— = e.
||
El resultado se sigue de los incisos (a) y (b).
Note que, para todon € N,
|anbn, — Im| = |anby, — bpl + bpl — Im| < |by|an — U] + |bn, — m||l]. (1)
y
lanbn, — Im| = |anby, — anm + apm — lm| < |ay||bp, — m| + |an — ||m| (2)

Asi, sil =0, o m = 0, usando el Lema 3 y la convergencia de {a,} en (1), o el Lema 3 y la
convergencia de {b,} en (2), podemos conluir (;c6mo?) lo deseado.

Supongamos entonces que [,m # 0. Como {a,} es una sucesién convergente, por el Lema 3,
existe M € R tal que |a,| < M, para toda n € N. Por otro lado, para los nimeros positivos
e/(2|m]) y €/(2M), existen nimeros naturales N1 y Na, respectivamente, tales que :



(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |a, — | < ¢/(2|m]).

(11) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |b, — m| < ¢/(2M).

Por lo que, si N = max{ Ny, Na}, se tiene que N € Ny paran > N que

(anbn = 1] < lan][b = m]| + |an = Uljm| < M (52-) + <2|m|> e

m| _ elm|?

(e) Para los nimeros positivos B

tales que:

(1) para todo nimero natural n > Nj se tiene que |b, — m| < —.

(11) para todo ntimero natural n > N se tiene que |b, —m| <
De (e1), se tiene que |m| — |b,| < |m|/2, para todo n > N; y de aqui que

m
O<|2’< b,

para todo n > Nj. De donde b,, # 0, para todo n > Nj. Note también que

1 2
oal = |’
para todo n > Nj.
Asi, si N = max{Nj, Ny}, se tiene que N € Ny paran > N

1 1

b, m

b, —m

bo,m
_ b, — m|
|bp |||
g|m/®
2[bn||m|
_ €lm|
2|by|
2e|m)|

2|m|

= 6’
donde (6) se da por (e11) y (8) se da por (3).

(f) Se sigue de los incisos (d) y (e).

Lema 5 Sea {a,} una sucesion. Si a, > 0, para toda n € N, y lim a, = [, entonces | > 0.
n—oo

_eLE_
S

E.

, existen numeros naturales N1 y No, respectivamente,



Demostracién. Supongamos que a, > 0, para toda n € N, que lim a, =, pero que | < 0. Como
n—oo

{an} converge a [, para el nimero positivo —I, existe N € N tal que, para toda n > N,
lan, — 1| < —l.
Asi, tenemos que | < a, —l < —I, para toda n > N, y de aqui que
an <0,

para toda n > N. Lo que es una contradiccién al hecho de que a,, > 0, para toda n € N. Concluimos
entonces que [ > 0. m

Corolario 6 Sean {a,} y {b,} dos sucesiones. Si a,, < by, para todan € N, lim a, =1y lim b, =

m, entonces | < m.

Demostracién. Consideremos la sucesién {b, — a, }. Se tiene que b, — a, > 0, para toda n € N,
pues a,, < b, para toda n € N. Ahora, usando que {a,} y {b,} convengen a [ y m, respectivamente,
y el inciso (c¢) del Teorema 4, se tiene que la sucesién {b, — a,,} converge y

nh_}rgo (b, —an) =m—1L.

Luego, por el lema anterior, se tiene que m — 1 > 0, de donde m > 1. =



