Ultima actualizacion: 24 de enero de 2022

Clase 37

En la clase anterior enunciamos y demostramos el Teorema sobre la Aritmética de los limites
de sucesiones, ademas de los siguientes resultados:

Lema 1 Sea {a,} una sucesion. Si a,, > 0, para todan € N, y lim a,, =1, entonces | > 0.
n—oo

Corolario 2 Sean {a,} y {b,} dos sucesiones. Si a,, < b, para todan € N, lim a, =1y lim b, =
n—oo n—oo

m, entonces [ < m.

Teorema del SAndwich y un Criterio de Convergencia

En la demostracién del siguiente resultado serd tentador usar el Corolario 2, pero debemos tener
cuidado, pues para usar dicho corolario es necesario tener como hipétesis la convergencia de todas
las sucesiones involucradas.

Teorema 3 (del Sdndwich) Sean {ay,}, {bn} v {cn} tres sucesiones tales que a,, < b, < ¢y, para
todan € N. Silima, =1 = lim ¢,, entonces la sucesion {b,} converge al, es decir,
n— n—0o0

lim b, =1
n—00

Demostraciéon. Sea € > 0. Como a, < b, < ¢,, para toda n € N, se tiene que
‘bn_an| < |Cn_an|7 (1)

para toda n € N. Por otro lado, como lim a, =1 = lim ¢,, para el nimero positivo £/3, existen
n—o0 n—o0
N1, Ny € N tales que:

(1) |an, —1| < %, para toda n > Nj.

€
(1) |en =1 < 3 Para toda n > Na.
Asi, si N = max{ N1, N2}, se tiene, para n > N, que

|bn, — I| = by, — ap, + apn, — |
< |bn — an| + |an =1
S‘Cn_an|+‘an_”

(2)
(3)
(4)
=lep —l+1—ap|+|an, — | (5)
(6)
(7)
(8)

<lew =1+ |l —an| + |an — 6
cfi 8¢ 7
3 3 3

:5’



donde las desigualdades en (3) y (6) se siguen de la desigualdad del tridngulo; la desigualdad en
(4) se tiene por (1) y la desigualdad en (7) se obtiene por (1) y (11). Por lo tanto, {b,} converge a
l. m

FEl siguiente diagrama ayuda a recordar el Teorema del Sandwich.

an, < by, < Cn

n—oo

l
Definicion 4 Sean a >0 yn € N, con n > 2. Un numero real x es llamado raiz n-ésima de a st
" = a.
Denotamos por ¥/a a la raiz n-ésima positiva de a.
Ejemplo 5 Sea a > 1. Muestre que la sucesion {{L/&} converge.

Demostracién. Note que, para cada n € N, se tiene que {/a > 1 (;por qué?). Asi, para cada
n € N, existe un nimero h,, > 0 tal que

Ya=1+ hy,. 9)

Observe que de esta manera obtenemos una sucesion {hy}. Ahora, por la desigualdad de Bernoulli
y la igualdad (9), tenemos para cada n € N que

a= (14 hy,)" > 1+ nh,,
de donde,

a—1

> hp, 10
—_— (10)

a —

1
para cada n € N. Note que tenemos tres sucesiones, {0}, {h,} y { }, que, por (10), cumplen

0<h, <2t
n

(o . a—1 ,
para cada n € N. M4s atin, las sucesiones {0} y } convergen a cero. Asi, por el Teorema del
n

Sandwich, se tiene que la sucesién {h,} converge a cero.
Finalmente, de la igualdad (9), se sigue que la sucesién { %} converge y que

lim a, = lim (1+ h,) = 1.
|

Note que hasta ahora hemos estudiado resultados que son consecuencia del hecho de que algunas
sucesiones sean convergentes. a continuacién, comenzaremos a estudiar resultados que nos permitan
decidir cudndo una sucesién es convergente sin ocupar, o comparar con, otras sucesiones.



Definicién 6 Sea {a,} una sucesion. Diremos que {an} es una sucesion:
(1) creciente si a, < any1, para todo n € N.

(2) mo decreciente si ap < an+1, para todo n € N.

(8) decreciente si a, > ani1, para todo n € N.

(4) mo creciente si a, > any1, para todo n € N.

Observacion 7 Note que:
(1) {an} creciente = {a,} no decreciente.
(2) {an} decreciente = {an} no creciente.

Pero las implicaciones en la otra direccion no son verdaderas.

1 1 1

Ejemplo 8 Dado n € N, se tiene que — > . Ast, la sucesion {} es un ejemplo de una
n n n

sucesion decreciente.

Teorema 9 Si {a,} es una sucesion no decreciente y acotada superiormente, entonces {an} con-
verge.

Demostracién. Consideremos el conjunto A = {a,, | n € N}. Se tiene que A es un conjunto no
vacio y, por hipétesis, acotado superiormente, asi que, por el Axioma del Supremo, existe o = sup A.
Mostraremos que la sucesién {a,} converge a .

Sea € > 0. Por el Lema 10 de Preliminares 01, existe N € N tal que
a—e <ap,

esto es,
a—any < €.

Ahora, como {a,} es no decreciente, para n > N, se tiene que ay < a,, y de aqui que —a,, < —ay,
para toda n > N. Se sigue que
a—ap < a—ay <e,

para toda n > N. Finalmente, como « es cota superior de A, tenemos que a, < «, para todon € N,
de donde, o — a,, = | — ay|, para todo n € N. Por lo tanto,

oo — ap| < e,

para toda n > N, es decir, {a,} converge a a. m
Finalmente, enunciamos un corolario al Teorema 9.

Corolario 10 Si {a,} es una sucesion no creciente y acotada inferiormente, entonces {an} con-
verge.



