Ultima actualizacion: 26 de enero de 2022

Clase 38

La sesién anterior demostramos el siguiente criterio de convergencia:

Teorema 1 Si {a,} es una sucesion no decreciente y acotada superiormente, entonces {an} con-
verge.

Y enunciamos un corolario de este:

Corolario 2 Si{a,} es una sucesion no creciente y acotada inferiormente, entonces {ay} converge.

En esta sesion continuaremos estudiando los criterios de convergencia de sucesiones y para ello
es necesario introducir dos conceptos, el de subsucesion y el de sucesién de Cauchy.

Mas Criterios de Convergencia

Definicién 3 Sea {a,} una sucesion. Decimos que {a,} es una subsucesion de {a,} si existe
una funcion g : N — N creciente tal que a o g(k) = ap,.

Observacion 4 Una subsucesion de una sucesion es una sucesion en si misma pues sigue siendo
una funcion de N en R.

Ejemplo 5 Si {a,} es una sucesion, entonces {an} es una subsucesion de {a,} porque la funcion
tdentidad id : N — N es estrictamente creciente.

Ejemplo 6 La sucesion {(—=1)"} tiene como subsucesion a {(—1)*} = {1}, basta considerar la
funcion g : N — N dada por g(k) = 2k.

Ejemplo 7 La sucesion {a,} tiene como subsucesion a {any1}, en este caso, consideramos g :
N — N dada por g(n) =n + 1.

Lema 8 Si {a,} es una sucesion, entonces existe una subsucesion {a,,} que es o bien no decre-
ciente o bien no creciente.

Demostracién. Llamaremos punto cumbre de la sucesién {a,} a un ndmero natural n tal que
an > an, para toda m > n, vea figura 1.

Analizaremos los dos posibles casos, {a,} tiene una infinidad de puntos cumbre o {a,} tiene un
numero finito de puntos cumbre.

Supongamos, primero, que {a,} tiene una infinidad de puntos cumbre, digamos

n<ng<ng<-o-<ngp<-- (1)
Ahora, por definicién de punto cumbre, tenemos que
Upy > Gpy > Qpg > -0 > Qg > - (2)

De (1) se sigue que la funcién g : N — N dada por g(k) = ni es creciente y por lo tanto
aog(k) = ap,, es decir, {ay, } es una subsucesién de {a,}. Ademds, por (2), tenemos que {ay, } es
decreciente, por lo que, en este caso, es la subsucesion deseada.

Supongamos ahora que {a,} tiene un numero finito de puntos cumbre y que M es el mayor
de ellos. Consideremos n; > M. Como n; NO es punto cumbre, entonces existe ny > nj tal que
an, > Gp,. Recursivamente construimos {n;} con ngi1 > ny tal que ap, 1 = ap,. Asi; al definir
g : N — N dada por g(k) = nj obtenemos que g es creciente y a o g(k) = ay,, es decir, {an, } es
una subsucesién de {a,} tal que an,_ , > an, (es no decreciente). m
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Figura 1: 3 y 6 son puntos cumbre.Note que aqui estamos pensando en la grafica de {a,} como un
convergente.

Corolario 9 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion acotada tiene una subsucesion

Demostracién. Sea {a,} una sucesién acotada. Por el Lema 8, existe {ay, } una subsucesién no

decreciente (o bien no creciente) de {a,}. Como {ay, } es una sucesién acotada (;por qué?), entonces
por el Teorema 1 (o bien el Corolario 2), se sigue que {ay, } es convergente. m

A continuacién, introduciremos un concepto que nos permitiré dar otro criterio de convergencia.

toda € > 0 existe N € N tal que si m,n € N cumplen que m,n > N, entonces |ay,
lim

Definicién 10 Sea {a,} una sucesién. Diremos que {a,} es una sucesion de Cauchy si para
Lo anterior suele escribirse como

—am| <e.
lan, — am| = 0.
n,m—00
Lema 11 Si {a,} es una sucesion de Cauchy, entonces {a,} es acotada.

Demostracién. Como {a,} es de Cauchy, para el nimero positivo 1, existe N € N tal que si

n,m > N, entonces |a, — an,| < 1. En particular, si n > N se cumple que |a, —an| < 1, de donde
lan| <14 |an]
para toda n > N. Asi, si M = max{|a1|, |az|,...,|lan—1|,1+ |an|}, entonces

|CLn| S M7
para toda n € N. Es decir, {a,} es una sucesién acotada. m

entonces {an} también es convergente.

Lema 12 Sea {a,} una sucesion de Cauchy. Si {an,} es una subsucesion convergente de {a,},



Demostracién. Supongamos que {ay, } converge a alguna [ € R. Veamos que {a, } también con-
verge a [.

Sea ¢ > 0. Como {ay,, } converge a [, para el nimero positivo ¢/2, existe N € N tal que si
ng > N1, entonces -
5
Ahora, como {a,} es una sucesién de Cauchy, existe Ny € N tal que para cualesquiera m,n > Ny
se cumple que

‘ank - ” <

€
lan — am| < 3

Asi, si N = max{Nj, Ny}, se tiene, para n > N, que
e €
|an — €] < |an = any |+ |any —{] < §+§:5
donde el resultado se obtiene porque ny > N pues la funciéon que permite definir la subsucesiéon es

. . , €
estrictamente creciente, asi que ny > Ny y por ello |ay, — any| < 3

Por lo tanto, {a,} converge a l. m

Teorema 13 Sea {an} una sucesion. Se cumple que {a,} es convergente si y solo si {an,} es de
Cauchy.

Demostracién. Supongamos que {a, } es una sucesién convergente y que lim a, = ¢ para alguna
n—-ao0

L eR.
. . € .
Sea € > 0. Entonces existe N € N tal que si n > N entonces |a, — ¢| < 3 Luego, si m,n > N

se cumple que

e €
|an—am|S\an—£|+|€—am\:]an—€\+]am—€|<§+§:E.

Por lo tanto, {ay} es una sucesién de Cauchy.

Reciprocamente, supongamos que {a,} es una sucesiéon de Cauchy. Por el Lema 11, {a,} es
una sucesién acotada. Luego, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass (Corolario 9), existe una
subsucesién {ay, } de {a,} que es convergente. Finalmente, por el Lema 12 obtenemos que {a,} es
una sucesién convergente. m

(Recuerda qué significa lim f(x)? Una manera muy informal de interpretar esto, es pensar que
T—cC

nos acercamos a ¢ con elementos x en el dominio de f distintos de ¢ (tanto por la izquierda como
por la derecha) y al mismo tiempo vemos qué ocurre con las imédgenes de estos elementos, es ddecir,
qué ocurre con f(x). Con esta idea podriamos pensar en acercarnos a ¢ con una sucesion, es decir, si
tenemos una sucesién que converge a ¢, donde ningin elemento es ¢, y esta sucesion estd contenida
en el dominio de nuestra funcién, podriamos preguntarnos por la sucesién de imdagenes, bajo la
funcién, de los elementos de dicha sucesién, jno?

Teorema 14 Sean l € R, f: (a,b) — R una funcion y ¢ € (a,b). Se tiene que lim f(z) =1 si y

Tr—rC
sdlo si para cualquier sucesion {a,} que cumple:

(a) ay € (a,b), para toda n € N;
(b) an # ¢, para toda n € N;
(c) nlgloloan =c.

se tiene que lim f(a,) = 1.
n—oo
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Figura 2: lim f(x) = si y s6lo si para cualquier sucesién {a,} contenida en el dominio de f, cuyos
Tr—cC

elementos son distintos de ¢ y tal que converge a ¢, se tiene que la sucesion {f(an)}.

Demostracién. =] Sea ¢ > 0. Supongamos que lim f(z) = [ y sea {a,} una sucesién que cumple
Tr—c
los incisos (a), (b) y (c¢). Como lim f(z) = [, existe § > 0 tal que para cualquier x € (a,b) que
Tr—cC

cumple que 0 < |z — ¢| < J se tiene que

|f(z) =] <e. (3)

Ahora, por el inciso (c¢), para el nimero positivo 4, existe N € N de tal manera que, si n > N,
entonces |a, — ¢| < 0. Luego, del inciso (b), se sigue que, si n > N, entonces 0 < |a,, — ¢| < J y, por
(3) v (a), se obtiene que

‘f(an) - ” <e.

Es decir, lim f(a,) = 1.

n—o0

<=]| Demostraremos esta implicacién por contrapositiva. Supongamos entonces que ilg}: f(z) #1,
esto es, existe g > 0 de tal manera que para cualquier § > 0 existe = € (a,b) que cumple que
0 < |z —¢| <9, pero |f(x) —1] > g9. Como lo anterior vale para cualquier 6 > 0, tenemos, para
cada n € N, que existe z,, € (a,b) que cumple que 0 < |z, — ¢| < %, pero | f(zn) — 1| > eo.

Note que de esta manera obtenemos una sucesién {x,} que cumple los incisos (a), (b) y (c) (;por
qué?), pero T}Ln;o f(zn) # 1, pues |f(zy) — | > o para toda n € N, con lo que concluimos nuestra

demostracién. m

La forma de aplicar el Teorema 14 no es directa, pues no es facil verificar que cada sucesién
{an} que cumple los incisos (a), (b) y (c) también cumple que {f(ay,)} coverge a l. La forma més



comun de aplicar dicho teorema es para mostrar que no existe el limite de una funciéon f en un
punto ¢, pues basta exhibir una sucesién {a,} que cumple los incisos (a), (b) y (c), pero que la
sucesion { f(a,)} no converge o bien exhibir dos sucesiones {a,} y {b,} que satisfacen los inicisos
(a), (b) y (c), pero que las sucesiones { f(an)} y {f(b,)} convergen a dos nimeros distintos.

1
Ejemplo 15 Muestre que lim sen <> no existe.
x

z—0

1
Solucién. Note que el dominio de la funcién f(z) =sen | — | es el conjunto A = R\ {0}. Ahora,
x

1 1
consideremos las sucesiones {a,} = {} y {bn} = {2+/2} . Se tiene que ay, b, € A para
nmw+ T

toda n € Ny por lo tanto a,, b, # 0. También tenemos que hm a, =0y hm b, = 0 (;puede

argumentar estas afirmaciones?). Es decir, las sucesiones {ay, } {b } cumplen los incisos (a), (b) y
(c) del enunciado del Teorema 14.

1
Asi, si h’r% sen () = [, para algtin [ € R, por el Teorema 14, deberia suceder que
xT—r X
nh;nolo f(an) =1 y nh;lgo f(bn) =l (4)

Veamos si esto es cierto. Por un lado, tenemos que

f(ay) = sen <1) = sen <1> = sen (2nm) = 0,
an T

para cada n € N. Por lo que
lim f(a,) = lim 0=0.

n—oo n—oo

Ahora, por otro lado tenemos que
1 1
f(byp) = sen 5 ) =sen| —5— | =sen (2nm +7/2) =1,
n 2nmw+m/2
para cada n € N. Por lo que

lim f(b,) = lfm 1=1.

n—oo n—o0

. 1 .
Como no ocurre (4), concluimos que lim sen ( no existe. m
z—0 X



1
Figura 3: Se muestra la grafica de la funcién f(z) = sen (—) .
x



