Ultima actualizacion: 28 de enero de 2022

Clase 40

La sesién anterior, entre otras cosas vimos lo siguiente:

Definicién 1 Sea {a,} una sucesion. Definimos la sucesion de sumas parciales de {a,} como

la sucesion {sp} = {a1 + -+ + an}. Diremos que la sucesion {a,} es sumable si la sucesion de

sumas parciales converge, es decir, si existe lim s,,. En este caso, denotamos a dicho limite por el
n—oo

(o] (0.0
simbolo E an, es decir g ap, = lim s,.
n—oo
n=1 n=1

oo
Teorema 2 (Condicién del Resto) Sea {a,} una sucesion. Sila serie E ap converge, entonces
n=1

lim a, = 0.
n—oo

[e.9]
Ejemplo 3 (La serie geométrica) La serie Zr" converge si |r| < 1 y diverge si |r| > 1.

n=0

En esta ocasién aprovecharemos nuestros conocimientos de sucesiones para obtener criterios de
convergencia para series.

Algunos Criterios de Convergencia para Series

Proposicién 4 Sea {a,} una sucesion de términos no negativos, es decir, a, > 0 para toda n € N.
(o]

Se tiene que la serie E an converge si y solo si la sucesion {sp} de sumas parciales de {an} es
n=0
acotada superiormente.
oo
Demostracién. =] Si la serie g a, es convergente, entonces la sucesién de sumas parciales {s,, }

n=0
es convergente, luego es acotada, en particular, acotada superiormente.

<] Note que la sucesion {s, } es no decreciente, pues a,, > 0 para toda n € N. Asi, si {s,} es acotada
superiormente, entonces, por el Teorema 9 de la Clase 37, tenemos que {s,, } es convergente, es decir,

[e.e]
la serie E an converge. W

n=0
Teorema 5 (Criterio de comparacion) Sean {a,} y {b,} dos sucesiones tales que

[e.e] [e.e]
para toda n € N. Se tiene que, st E b, converge, entonces E an converge.

n=1 n=1



Demostracién. Sean {s,} y {t,} las sucesiones de sumas parciales de {a,,} y {bn} respectivamente.
De la condicién (1) se sigue que

0<s,<t, (2)

o0
para cada n € N. Luego, como Z b, converge, la sucesién {t,} converge, por lo que es acotada,
n=1
luego acotada superiormente y de (2) se sigue que {s,} es acotada. Finalmente, por la Proposicién
o0

4, tenemos que E an converge. W

n=1

Ejemplo 6 Demuestre que la serie

i 2 — cos(1 + n3)

< 2" +sen?(1 —n?)

n—=

COMVETgE.

Solucién.
Note que para cada n € N se tiene que

—1 < —cos(1 +n3) <1,
de donde
1<2—cos(1+n3) <3, (3)

para cada n € N. Ahora, como sen?(1—n?) > 0 para toda n € N, entonces 2" +sen?(1—n?) > 2" > 0
para toda n € N, asi que

1 1
0 < = 4
< 27 +sen?(1 —n?) — 27’ 4)

para toda n € N. De (3) y (4) se sigue que

_ 3
0 < 2 —cos(1 +n°) i
~ 27 4 sen?(1 —n?) T 27

Pero ademas, por el Ejercicio 3 la serie

1
25
n=1

converge y luego por el inciso (2) de la Proposicién 2 de la Clase 39, tenemos que la serie

oo

3
2n

n=1

converge. Asi, por el Teorema 5, tenemos que

i 2 — cos(1 +n3)
27 + sen?(1 — n?)

n=1
converge. M
Continuamos con mas criterios de convergencia para series.



Teorema 7 (Criterio de comparacién en el limite) Sean {a,} y {b,} dos sucesiones tales
que apn, b, >0, para todan € N, y
lim 9% = ¢ #£0.

n—oo n

[o.¢] o0
Se tiene que E an converge si y solo si E b, converge.

n=1 n=1
oo
Demostracién. Supongamos que Z by, converge. Como ay, b, > 0 para toda n € N, entonces
n=1

a
lim =2 =¢> 0.

n—oo n

Asi, para € = ¢ > 0, tenemos que existe N € N tal que para cualquier n > N se tiene que

Qn,
— —c|<c
bn,
y de aqui que
an < 2cb,.

oo o
Ahora, como Z b, converge, entonces, por el Lema 3 de la Ayudantia 26, Z b, converge. Luego,
n=1 n=N
por el Teorema 5, tenemos que
oo
>
n=N

converge. Luego
00 N-1 0o
Doan= an+ ) an
n=1 n=1 n=N
y como la primer suma de la derecha es finita, tenemos que
(e.)
D> an
n=1

converge.
Para la necesidad, basta repetir la demostracion de la suficiencia, pero en este caso usando que

b 1
lim — == >0.
n—00 @y, c
[ |
oo
1
Ejemplo 8 Indique si la serie Zl :27—:_1 converge o no.
.. . . n+1 1
Solucién. Consideremos las sucesiones {a,} = { — (Y {bn} = ¢ — ¢ . Note que ay,, b, >0
n n
para toda n € N, ademas
2
lim 2 = 1 " 150,

n—00 n—oo N2 +1

n



oo
1
Ahora, por el Ejemplo 5 de la Clase 39, g — no converge, por lo que, usando el Teorema 7,
n
n=1
conluimos que

i n+1
2
o nt+ 1
no converge. |
En el siguiente criterio usamos fuertemente la serie geométrica del Ejemplo 3.

Teorema 9 (Criterio del Cociente) Sea {a,} una sucesion tal que a, > 0, para toda n € N, y

Anp+1

lim =r
n—oo0 Ay,
Entonces:
o0
(1) Sir <1, la serie Z a converge.
n=1
oo
(2) Sir>1, la serie Z ap mo converge.
n=1

o0
(8) Sir =1, no podemos afirmar nada acerca de la convergencia de la serie E .

n=1
Demostracion.

(1) Sir < 1, consideremos s € (r,1). Luego, para ¢ = s —r > 0, existe N € N tal que para toda
n > N se tiene que
Gn+41
an

—ri<s—-r.

Y de esta dltima desigualdad se sigue que

Ap41
an

para toda n > N. Note que de lo anterior obtenemos lo siguiente

an41 < san

an+2 < san+1 < say

anik < sFan.

o
Ahora, como 0 < s < 1, entonces la serie E sk converge, pues es una serie geométrica. Luego,

k=0
x [o@)
i k Ah 1T 5 1 i
la serie ans® converge. ora, por el Teorema 5, tenemos que la serie a, converge,
k=0 n=N
Finalmente, como
0o N-1 00
E ap = an + E an
n=1 n=1 n=N



oo
y la primer suma de la derecha es finita, tenemos que g a, converge.

n=1

(2) Ahora, si r > 1, consideremos s € (1,7). Asi, para e = r — s > 0 tenemos que existe N € N tal
que para todo n > N,

a
< —s.
Gn
Y de esta dltima desigualdad se sigue que
Gnp41

S,
an

para toda n > N. Por lo tanto ayix > s*ay para todo k € N y de aqui que
lim a, # 0.
n—o0

[e.e]
Por el Teorema 2, concluimos que E an NO converge.

n=1
. iy 1 :
(3) Considere la sucesién {a,} = § — ¢ . Se tiene que a,, > 0, para todan € Ny
n

, An+1 , n
lim = lim =1
n—oo  Qp n—oon + 1

o0
. . . . 1
Pero, la serie E — no converge. Por otro lado, si consideramos la sucesién {b,} = {2 , se
n n

n=1
tiene que b, > 0, paratodon € N, y

bn, 2
o lm =1
by n—00 (n + 1)2

lim

n—oo

o
Pero, como veremos mas adelante, la serie g — converge.
n
n=1
Asi, terminamos nuestra demostracién. m
o0

1
Ejemplo 10 Indique si la serie Z — converge 0 0.
n

n=1
.. . . 1 .
Solucién. Considere la sucesién {ay,} = =0 Se tiene que a, > 0, para todan € Ny
n!

|

, Qp41 , n. ,
lim 22 — lim —— = lim =
n—o0o @ n—00 (n —+ 1)' n—oon + 1

(o ¢]
. 1
Asi, por el Teorema 9, tenemos que la serie E — converge. ®
n!

n=1

o
Ejemplo 11 Indique para que r > 0 la serie an" converge.

n=1



Solucién. Considere la sucesién {a,} = {nr"}. Se tiene que a, > 0, para todan € Ny

1
. Qpet 3 n—+ 1)rnt o rin+1
lim 2t — 1fm # = lim ! =r.
n—00 QA n—oo nrm n—o0 n

[ee] o
Asi, por el Teorema 9, si 0 < r < 1, la serie g nr" converge; si r > 1, la serie E nr" no converge

n=1 n=1
o oo
y finalmente, si r = 1, es claro que la serie E nr’t = E n no converge. W

n=1 n=1
En todos los capitulos anteriores hemos utilizado el concepto de integral y este no sera la

excepcion.

Teorema 12 (Criterio de la Integral) Sea f :[1,00) — R una funcidn positiva y decreciente.

o
Si consideramos la sucesion {a,} = {f(n)}, se tiene que la serie E an converge si y sdlo si la

n=1
(o]
integral impropia / f existe.
1
Demostracién. Note que, por ser f decreciente en [1,00),
n+1
fr < [ 1< s,
n
para cada n € N. Es decir,
n+1
apt1 < /féana (5)
n
o0
para cada n € N. Ahora, si la serie Z a, converge, tenemos, por la segunda desigualdad de (5)
n=1

que

n 1

/nf=;/fﬁi§:a¢§ian-

1 =17

Es decir, la sucesién f ¢ es acotada superiormente. Como ademds es creciente, pues f es

positiva, tenemos que f ¢ converge, es decir, existe

Tc— T T

Im [ f,

n—oo



esto es, la integral impropia
o
1
1

Por otro lado, si suponemos que la integral impropia / f existe, por la primer desigualdad de (5),

existe.
o0

1
tenemos que

n n i+1 n o)
;aé;i/leffsl/f-

n
Y de aqui que la sucesién { E ai} es acotada superiormente, pero ademds es creciente pues f es
i=2

o
positiva, por lo que es convergente, es decir, la serie E a, converge. De aqui, se sigue que la serie

n=2

9]
>_an
n=1

converge. W

o

1
Ejemplo 13 Sea p > 0. Indique si la serie Z — converge o no.
n

n=1

1
Solucién. Consideremos la funcién f : [1,00) — R dada por f(z) = —- Note que f es positiva y
T

decreciente. Ademas

1 1

N .
[1=0p=1" 8- "7
1 In(N) sip=1.

N
Asi, tenemos que A}l’m / f existe si p > 1, pero si p < 1, entonces no existe. Asi, por el Teorema
— 00

1

o0
1
12, tenemos que la serie g —, converge sip>1ysip<1no converge.
n

n=1
oo [e.e]
Note que, como casos particulares, la serie E —; converge y la serie E — no converge. W
n n
n=1 n=1



