Ayudantia 02
Normas uno e infinito en R”

En esta sesion retomamos las otras normas de R™ mencionadas por Oscar, esto es:
Definicién 1. Para cada T = (1, ...,x,) € R", definimos:

(i). la norma uno de 7, denotada por ||Z|1, como

17 = ] + -+ anl

(ii). la norma infinito de Z, denotada por ||Z| s, como

|Zloo = méx{laa,... [wnl}.

En primer lugar, cumplimos con el anuncio hecho por Oscar: se demostrara que las normas uno
e infinito en efecto merecen dicho nombre, es decir, son normas.

Lema 2. (i). La norma uno ||-||; : R" = R dada en la Definicion 1 es una norma en R™.
(ii). La norma infinito || - || : R™ = R dada en la Definicion 1 es una norma en R™.

Demostracion. Para comenzar la prueba, recordemos que en cada caso se deben demostrar tres
condiciones: la no negatividad de la funcién, la propiedad respecto a los escalares, y la desigualdad
del triangulo (vea la Definicion 8 de la Clase 01).

(i) Para la prueba de cada inciso, consideremos T = (z1,...,2n), ¥ = (Y1,---,Yn) € R" y A e R. En
primer lugar notemos que
[Z01 = |za| + - +|an] 20

porque |z| > 0 para toda z € R y la suma de ntimeros no negativos sigue siendo no negativa.
Ahora, supongamos que |Z|; = 0, esto es, |x1]| + -+ |z,| = 0. Esto implica que x; = 0 para toda

i€{l,....n}, porque |z| =0 siy solo si z =0, y en caso de que exista x; # 0, entonces |z;| > 0, lo cual
implica que |z1| + -+ + |z + -+ + |x,| > 0, pero esto contradice nuestra hipotesis, por lo cual, z; = 0
para toda i € {1,...,n}, esto es, T = 0. Ya que claramente |[0]; = 0, esto prueba que ||Z|; = 0 si y
solo si T = 0.

A continuacion, ya que AT = (Azq,...,Ax,), tenemos que

IAZ |1 = |[Azq| + - + [Azy]
= [(A[|z1] + -+ + [N 2]

= Al (1| + -+ [2al)

= [z
Finalmente demostremos la desigualdad del tridngulo. Tenemos que Z+y = (21 + Y1, ..., Tn + Yn),
y ademads, para cada i € {1,...,n} se cumple que |x; + y;| < |x;| +|yi| por la desigualdad del tridngulo

para el valor absoluto de nimeros reales, por lo cual:

Z+yli =] (z1+y1,-- s 2n+yn) 1
= |z + 1]+ T + Yl

< (feal +[ga]) + -+ (Ll + [ynl)



= (fea] + -+ fanl) + ([2n] + lyn])

= [z + 7]

Esto prueba lo deseado.
En virtud de lo anterior, hemos demostrado que ||| cumple las tres propiedades de la definicion

de norma, por lo cual, |- |; es una norma en R".
(ii) Nuevamente, tomemos T = (z1,...,2n), Y= (Y1,---,yn) €ER" y A e R.

En primer lugar, ya que |z| > 0 para toda z € R, es inmediato que |Z]. > 0. Por otro lado, si
|Z]| o = 0, entonces max{|z1|,...,|zn|} =0, esto es, para toda i € {1,...,n} se tiene que |z;| <0,y

ya que por las propiedades del valor absoluto sabemos que 0 < |z;|, entonces
0< |z <0

de donde se sigue que |z;| = 0 para toda i € {1,...,n}. Lo anterior implica que x; = 0 por las
propiedades del valor absoluto, y de aqui se obtiene que T = (z1,...,2,) = (0,...,0) = 0. Ya que
[0]leo = 0, se concluye que ||Z]o =0 si y s6lo si T = 0.

Ya que AT = (Azq,...,Ax,), y sabemos que si A ¢ R es un conjunto no vacio tal que existe
méax(A), y b > 0, entonces max(bA) = bméx(A), donde bA = {ba | a € A} (;puede demostrar esta
afirmacion sobre conjuntos?), se obtiene que

max{[Al[z1],. .., [Al[zn]} = [N méx{|z1],.. .. [za]} = [N [Z]co-
Pero
|AZ]| oo = max{|Az1],..., | Azn|} = max{|A|z1], ..., [Al[znl},

de donde se sigue que

[AZ oo = Al [Z] -

Finalmente demostraremos la desigualdad del tridngulo. Supongamos que para el indice j €

{1,...,n} se cumple que
|Z + Yoo = max{lwy + 1|, |wn +ynl} = |a; +y;1
Entonces
|Z +Ylloo < lzjl + ly;]

por la desigualdad del triangulo del valor absoluto. Para concluir, notamos que si a € A, entonces
a <max(A), de donde se sigue que

25| < méx{lan],... wnl} = [Z] o

y también
lyil < max{{ysl,- ., lynl} = [¥]e,

asi que al unir las tres desigualdades anteriores se obtiene que
1Z+ Flloo < lzjl + lysl < | oo + U]l

Esto prueba lo deseado.
En virtud de lo anterior, hemos demostrado que ||| o cumple las tres propiedades de la definicion
de norma, por lo cual, || - | es una norma en R™. ]



Una vez que sabemos lo anterior, probaremos un resultado que involucra a las tres normas que
conocemos en R™.

Lema 3. Si7 = (x1,...,2,) € R", entonces |x;| < |Z||, |Z]1, [|Z] o parai=1,...,n.

Demostracion. Haremos la prueba norma por norma.
Para el caso de la norma infinito, tenemos que, en general, si A ¢ R admite méximo, entonces
a <max(A) para toda a € A, de donde, en particular, se cumple que

i < méx{lan], ... onl} = [ 7] o

para toda i € {1,...,n}.
Para la norma usual se cumple que

|zi| =\/2? <\Jad+ -+ a2 = |T
para toda i € {1,...,n}.

Finalmente, para la norma uno se satisface
] <] + -] = [Z]1

para toda i€ {1,...,n}.
Esto termina la prueba. [



