Ayudantia 06
Producto de conjuntos. Puntos de acumulacion.

Ejercicio 1. Sean ACR"™ y BER™. Si Ax B={(Z,y) e R""™|T e A, ye B}, entonces:

(i). si A y B son conjuntos abiertos (en R™ y R™, respectivamente), entonces A x B es abierto
(en R™™).

(ii). si A y B son conjuntos cerrados (en R"™ y R™, respectivamente), entonces A x B es cerrado
(en R™™).

(iii). si A y B son conjuntos acotados (en R™ y R™, respectivamente), entonces A x B es acotado
(en R™ ™).

Demostracion. (i) Supongamos que A € R™ es abierto y que B € R™. Por un lado, si A = @, entonces
Ax B =@y, similarmente si B = & se tiene que A x B = &, por lo cual, en estos casos, Ax B =& es
un conjunto abierto.

A continuacién, supongamos que A # @ + B. Sea 4 = (Z,7) € A x B. Demostraremos que existe
r >0 tal que B,(u) € Ax B. Como A y B son abiertos, existen 71,72 > 0 tales que B,,(T) € Ay
B,,(y) ¢ B. Consideremos r = min{ry,ra}.

Afirmacién. Se cumple que B, (u) € Ax B.

Para demostrar la Afirmacion, sea v = (w,z) € By(u). Tenemos que

|(w@,0) - (z,0)] < (@) - @) =0 -a] <r
al aplicar la desigualdad del tridAngulo, pero notamos que
Jw -z = | (w,0) - (,0)]
donde | - ™ denota la norma en R™, y esto implica que
@ -z ™ <r <,

es decir, w € By, (T) € A. Asi, w € A. De manera similar obtenemos que z € B (verifique las cuentas).
Lo anterior muestra que ¢ € A x B. Por lo tanto, B,(u) ¢ A x B.

(i) Si A=@ o B = @, entonces A x B =@, y en este caso, A x B es un conjunto cerrado. Asi,
supongamos que A # @ # B. Para demostrar que A x B es cerrado, veremos que (A x B )C es abierto
en R™™,

Sea 4 = (Z,y) € (Ax B)C. Entonces T ¢ A o y ¢ B. Para la prueba, supongamos que T ¢ A,
pues el analisis es el mismo en caso de que 7 ¢ B. Como AC es un conjunto abierto porque A es un
conjunto cerrado, existe d > 0 tal que Bs(T) ¢ AC. Luego, por el inciso (i), tenemos que Bs(T) x R™
es un conjunto abierto, y ademés Bs(T) x R ¢ (A x B)~ porque para cualquier (w,Zz) € Bs(T) x R™
se cumple que w ¢ A. A partir de lo anterior, para 4 = (Z,7) € Bs(T) x R™ existe r > 0 tal que
B,(1) € B5(Z) x R™ ¢ (A x B)®. En conclusion, (A x B)C es abierto. De aqui se sigue que A x B es
un conjunto cerrado.

((iii)) Como A y B son conjuntos acotados, existen M, N > 0 tales que |[ZT| < M siTe Ay
7] < N si g€ B. Definimos L =M + N > 0. Notemos que si (T,7) € A x B, entonces

1@< 1@,0)]+ 10,7



por la desigualdad del triangulo.
Ahora, ya que |Z|™ = [(Z,0)] v |7]"™ = [(0,%)|, por las hipotesis se tiene que

(@) <M+N=L.

Esto prueba lo deseado. [

Lema 2. Sean A, B<R". Se cumple que
(i). Si A< B, entonces A’ ¢ B'.

(i1). (AuB) =A"uB'.

(iii). (AnB) ¢ A'nB'.

Demostracion. (i) Si A’ = @ es inmediato que A" ¢ B’. Supongamos que A" # @ y sea T € A’.
Tomemos 7 > 0. Por definicion, tenemos que B,.(Z)NA # @, y como A € B, se sigue que B.(z)NnB + &
porque B.(ZT)n A ¢ B,.(ZT) n B. Asi, por definiciéon, T € B'. En conclusion, A’ ¢ B’. Esto prueba lo
deseado.

(ii) Ya que Ac AuBy B c Au B, a partir del inciso (i) anterior se obtiene que A’ ¢ (Au B)’
y también B’ ¢ (Au B)', de donde A’ uB’'c (Au B)'.

Por otro lado, para demostrar que (Au B)’ ¢ A’ u B’, lo haremos por contrapositiva: demostra-
remos que (A’ u B')® ¢ ((A U B)')C. Para esto, consideremos T ¢ A’ U B’, entonces T¢ A’ y T ¢ B’,
lo cual implica que existen rq, ro > 0 tales que B, (Z)n A = & y B,,(T) n B = @. Consideremos
r =min{ry,r2}. Entonces

B, (7) < Bm (7) vy BT (7) < Brz (7),

por lo cual

B,@)N(AuB)=(B,nA)J(B.(T)n B)
c (B, (@) nA)U(B,, (@) nB)
=guyg
%)

de donde se sigue que B,(Z) n (An B) = @. Asi, por definicién, T ¢ (Au B)’, es decir, (A’ uB')¢ c
((Au B))C. Por lo tanto, (AUB)' < AU B".

(iii) Ya que AnB ¢ Ay An B c B, a partir del inciso (i) se obtiene que (AnB) c A’y
también (An B)' ¢ B, lo cual implica que, al tomar intersecciones, (A n B)" ¢ A’n B’. Esto prueba
lo deseado. ]

Observaciéon 3. La contencion A’ n B’ ¢ (An B)' es FALSA en general. Para mostrarlo, conside-
remos A = (a,b) SRy B = (b,c) SR con a <b < c: entonces An B =@, por lo cual (AnB)' =g,
pero A’ =[a,b] y B' =[b,c] de donde A’ n B' = {b} + @.



