Ayudantia 07
Puntos de acumulacién, cerradura y Teorema de Bolzano-Weierstrass

Lema 1. Sea A cR™. Se cumplen las siguientes propiedades:
(i). Te A siy sélo si para toda r> 0 se tiene que B.(T) N A % @.
(ii). A es cerrado siy sélo si A= A.
(iii). A es cerrado siy solo si A" c A.
(iv). AuA'=A.

(v). (A)° = ext(A).

(vi). int(int(A)) =int(A) y (4) = 4.
(vii). Fr(A) = An AC.

Demostracion. (i) Probemos la primera implicacion, para ello consideremos T € A. Sea 7 > 0. Te-
nemos que T € AUFr(A). Si T € A, entonces T € B.(Z) n A y concluimos. Ahora, si € Fr(A), por
definiciéon se cumple que B, (T)nA + @. Asi, en cualquiera de los casos obtenemos que B, (T)NA # @.

Para la otra contencion, sea T € R™ y supongamos que para toda r > 0 se cumple que B,(T) n
A+ @. Si7T e A, terminamos. Supongamos que T ¢ A. Entonces, para toda r > 0 se cumple que
B.(7) n A # @ (pues T € AC). Como por hipétesis se tiene que B,.(Z) n A # @, por definicion se
cumple que x € Fr(A). En cualquiera de los casos se tiene que T € AUFr A = A,

(i) Si A es cerrado, entonces Fr(A) c A (vea la Proposicién 5 de la Clase 05), por lo cual
A=AuUFr(A) = A. Reciprocamente, si A = A, entonces Fr(A) c A, lo que implica que A es cerrado
(por la proposicién antes mencionada).

(iii) Como A es cerrado, por el inciso (ii) anterior se cumple que A = A. A continuacién, recor-
damos que A’ cint(A) U A = A (por la Proposicion 3 de la Clase 06), de donde por la igualdad
mencionada al principio obtenemos que A’ ¢ A = A, lo que prueba una inclusion.

Para demostrar la otra contencion procederemos por contrarreciproca: supongamos que A no es
cerrado y demostremos que A’ ¢ A. Por la hipotesis mencionada obtenemos que Fr(A) ¢ A (vea la
Proposicion 5 de la Clase 05), por lo cual existe T € Fr(A) tal que T ¢ A. Luego, para toda r > 0,
B.(Z)nA# @y, como T ¢ A, de hecho se cumple que B(Z) n A # @. Lo anterior significa que T € A’
y T ¢ A, es decir, A’ ¢ A. Esto prueba lo deseado.

(iv) Nuevamente, por la Proposicion 3 de la Clase 06 sabemos que A’ ¢ AUFr(A) = A, de
donde se obtiene que Au A’ c A.

Para la otra contencion, tomemos Z € A. Si T € A, terminamos. En caso contrario, tenemos que
Z¢ A Ya que T € A, por el inciso (i) se cumple que para toda r > 0 se tiene que B, (Z)n A # @ y,
como T ¢ A, entonces para toda r > 0 se cumple que B,(Z) n A #+ @, lo cual implica que T € A”. Lo
anterior significa que Te AU A’, estoes, Ac AU A’

(v) Demostremos que (Z)C Cext(A). SiTe (E)C, entonces existe 7o > 0 tal que B, (T)n A=
(en virtud del inciso (1)), lo cual implica que B, (Z) c AC. Asi, por definicion se tiene que T € ext(A).



A continuaciéon veamos que ext A ¢ (Z)C. Si T € ext(A), entonces existe rg > 0 tal que B, (T) c
AC. esto es, B,,(T) n A =g, lo que, por el inciso (i) anterior, implica que T ¢ A, es decir, T € (Z)C.
Por lo tanto, ext A (Z)C.

(vi) Ya que A es un conjunto cerrado (ver la Proposiciéon 10 de la Clase 05), por el inciso (ii)
se cumple que (A) = A.

A continuacion, como int(A) c A por definicion de interior de un conjunto, por el Lema 1 de la
Ayudantia 04 se obtiene que int(int(A)) c int(A). Por otro lado, si T € int(A), existe r > 0 tal que
B, () c A. Como T € int(A)nB,(T) y By (T)nint(A) es abierto (;por qué?), entonces existe € > 0 tal
que B:(Z) cint(A)n B,(7) cint(A), por lo cual T € int(int(A)). Se sigue que int(A) ¢ int(int(A)).
En conclusion, int(int(A)) = int(A).

(vii) Se sigue inmediatamente del inciso (i). ]

Lema 2. Sean A, B c R". Se cumple que:
(i). Si Ac B, entonces Ac B.

(ii). AuB=AuB.
(iii). AnBc AnB.

Demostracion. ((i)) Se sigue inmediatamente del inciso (i) anterior: si una bola abierta interseca a
A, como A ¢ B, tenemos que también interseca a B.

((i1)) Tenemos que
AUuB=(AuB)u(AuB) =AuBUA'UB ' =AUB.
donde la segunda igualdad se obtiene a partir del Lema 2 de la Ayudantia 04.

((iii)) Ya que An B c A, B, el inciso (i) anterior implica que An B c An B. ]

Observacion. Note que la contencién reciproca al inciso (iii) es falsa. Para verlo, consideremos
A= (a,b)y B=(bc)cona<b<c,entonces ANB=g, AnB =g, A=a,b], B=[b,c]y AnB = {b}.

Ejercicio 3. Sea A c¢ R" tal que A" #+ @. Entonces para toda € > 0 existen T,7 € A tales que
0<|z-7|<e.

Demostracion. Sea Ty € A’. Tenemos que B% (To) N A # @ es infinito, por lo cual podemos tomar

T,y € B% (To) N A con T #7 y se cumple que
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Ejercicio 4. Sean A c R™ un conjunto infinito y ¢ > 0. Si |T - 7| > ¢ para cualesquiera T,y € A,
entonces A es un conjunto no acotado.

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que A es acotado. Como A es infinito, por el Teorema

de Bolzano-Weierstrass se tiene que A’ # @. Sea Ty € A’. Luego, para ¢ = 5 > 0 se cumple que

B.(To) n A es un conjunto infinito, asi podemos tomar @, % € B.(Zo) N A con W # Z y por lo tanto
0<|w-Z| <[w-Zo] +[Zo-Z| <2e =c,

lo cual contradice la hipotesis. Por lo tanto, A es no acotado. [

Ejercicio 5. Sea AcR" con A'=2. Si M >0y Ay ={T € A||Z| < M}, entonces Aps es finito.

Demostracion. Si Apy = @, terminamos. Supongamos que Aps # @ y procedamos por contradiccion:
supongamos que Ajps es infinito. Ya que por definiciéon se cumple que Ajs es acotado, entonces
por el Teorema de Bolzano-Weierstrass se sigue que A}, # &. Ya que Ay S A, se obtiene que
@=A,cA =@, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, Ay es finito. [ |



