Ultima actualizacion: 17 de febrero de 2022

Clase 01

Las notas que proporcionaremos a lo largo del curso estan basadas, principalmente, en el libro
“Calculo diferencial en varias variables” del Dr. Javier Paez Cardenas.

Comencemos entonces este curso estudiando la estructura algebraica del conjunto R", pues este
serd el conjunto donde nuestras funciones “tomaran” sus dominios y sus codominios.

El espacio R"
Definiciéon 1 Sea n € N. Definimos el conjunto R™ como sigue:
R" = {(z1,m2,...,2p) | s €R, i € {1,2,...,n}}.
Respecto a la notacién, debemos comentar lo siguiente:

= Cuando no es necesario precisar las coordenadas de un elemento en R", en lugar de escribir
(r1,22,...,2y) € R" escribiremos T € R".

= La diferencia entre T y z, es que el primero de ellos es un elemento de R™ mientras que el
segundo es un elemento de R (por supuesto que esto tiene sentido si n > 2, pues si n = 1,
entonces no es necesario el uso del gorrito).

Definiciéon 2 Un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales R es un conjunto V # &,
dotado de dos operaciones + : V. xV — V y - : R x V — V que satisfacen las siguientes las
stguientes afirmaciones:

(V1) Conmutatividad para la adicion: Para cualesquiera u,v € V' se satisface que u+ v = v + u.

(V2) Asociatividad para la adicion: Para cualesquiera u,v,w € V se satisface que (u + v) +w =
u+ (v+ w).

(V3) Neutro para la adicion: Existe un elemento en V', denotado por 0, tal que 0+ u = u para
todo u € V.

(V4) Inverso aditivo: Para cada uw € V' eziste un elemento v € V tal que u+v = 0
(V5) Para cualesquiera r,s € R y uw € V' se satisface que - (s-u) = (rs) - u.

(V6) Para cualquier uw € V' se satisface que 1-u = u.

(V7) Para cualesquiera r € R y u,v € V se satisface que r- (u+v) =r-u+r-v.

(V8) Para cualesquiera r,s € R yu € V se satisface que (r+s)-u=r-u+s-u.

Definicién 3 Sean T = (z1,22...,2n), T= (Y1,Y2,---,Yn) € R" y A € R. Definimos T+ 7 y AT,
como sigue:

T+y=(x1+y,x2+vy2,.-, Tn+Yn) Yy AT = (Az1, A\T2, ..., ATy).



Proposicién 4 Con las operaciones de la Definicion 3, el conjunto R™ es un espacio vectorial
sobre R.

Demostracién. Solo basta notar que 0 = (0,0,...,0) € R" es el neutro aditivo (razén por la
cual usaremos 0 en lugar de 0) y que el resto de propiedades son consecuencia inmediata de las
propiedades de campo de los niimeros reales. m

(a) Para hallar la suma de los vectores T y 7 se (b) El producto por un ntimero real (por un esca-
utiliza la ley del paralelogramo, es decir, se com- lar) de un vector T se puede interpretar como la
pleta el paralelogramo ‘trasladando los vectores extension o contracion en distinto o igual sentido
TyT7. dependiendo del tamano (J\|) y del signo de A.

Figura 1: Las operaciones de la Definicién 3 se pueden interpretar geométricamente si se piensan a
los elementos (vectores) de R™ como flechas ancladas en un punto fijo llamado origen.
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ontinuaremos enunciando y demostrando un lema, pero para ello conviene recordar que z;
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es una forma abreviada de escribir \/x% + 234 -+ + 22, es decir, que
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Lema 5 Sean x1,x2...,Tn,Y1,Y2,--.,Yn € R. Entonces
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Demostracién. Note que si z; = 0, para todo i, o y; = 0, para todo ¢, entonces ocurre la igualdad.
Supongamos entonces que existen ij,ia € {1,2,...,n} tales que z;,,y;, # 0y sea A\ cualquier
numero real. Note que
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Note que la expresién en (1) es un trinomio de segundo grado en A, por lo que el discriminante es

no positivo, asi que
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De donde
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Definicién 6 Para cada T = (x1,x2,...,2,) € R" definimos ||T|| como sigue
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Segtn la definicién anterior, podemos reescribir el Lema 5, como sigue:
Sean T = (x1,22...,2Zpn), ¥ = (Y1,Y2,...,Yn) € R™. Se cumple que
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Esta desigualdad es conocida como la Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Figura 2: La norma ||Z|| de un vector T se puede interpretar como la longitud del vector.

Teorema 7 SeanT = (x1,x2...,%yn), §= (Y1,92,...,Yn) € R" y X € R. Se cumplen las siguientes
afirmaciones:

(1) ||Z|| >0 y ||Z]| = 0 si y sélo si T = 0.
(2) [I2z|| = |Al[|Z].
(3) 1z + 3l < [|Z] + [17]-

Demostracion.
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(1) El hecho de que ||Z|| > 0 se sigue de la definicién de ||Z||. Ahora, (Z x?) = 0 si y sélo si
i=1

n
Zx? = 0, lo cual ocurre si y sélo si 7 = 0 para todo i € {1,2,...,n}. Por lo tanto ||Z|| = 0
=1
si y sélo si 7 = 0.

(2) Se tiene que
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(3) Note que

n

1Z+7° = (i +:)°

i=1
n n
DI DLW
=1 =1 =1

n

= |lz)® + 2 ziyi + 7))
i=1

< |lz* + 2|z lli7] + Izl

= (Il + II51)*

Donde la desigualdad es una aplicacién directa de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Asi, se
tiene que || + 7| < [|z[| + [[7]-

Definicion 8 Una norma en un espacio vectorial V sobre el campo R es una funcion p: V — R
que satisface lo siguiente:

(1) p(v) >0 para todov € V y p(v) =0 siy sdlo siv = 0.
(2) p(A-v)=|\p(v), para todo v € V' y para todo A € R.

(3) p(u+v) < p(u) + p(v), para cualesquiera u,v € V.

Observaciéon 9 La funcidn de la Definicion 6, es una norma en el espacio vectorial R"™. Esta
norma es conocida como la norma euclidiana.



