Ultima actualizacion: 18 de febrero de 2022

Clase 03

Nos conviene recordar un par de definiciones y resultados vistos en clases anteriores:

Definicion 1 Una norma en un espacio vectorial V' sobre el campo R es una funcion p: V — R
que satisface lo siguiente:

(1) p(v) >0 para todov € V y p(v) =0 si y sdlo siv = 0.
(2) p(A-v)=|Ap(v), para todo v € V' y para todo X € R.

(3) p(u+v) < p(u) + p(v), para cualesquiera u,v € V' (Desigualdad del Tridngulo).

Definicién 2 Para cada T = (x1,x2,...,2,) € R", definimos la norma euclidiana de T, deno-
n

tada por ||Z||, como ||Z|| = (Z x?)
i=1

Definicién 3 Sean T = (x1,22...,20), = (Y1,Y2,---,yn) € R” y XA € R. Definimos el producto
n

2

punto de T con vy, denotado porT -y, como T -y = Z TiYi-
i=1
Lema 4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para cualesquiera vectores T, § € R" se cumple
que [T -y < [[z[|[[7]-
En esta clase introduciremos un par de normas, distintas a la norma euclidiana. Ademas intro-

duciremos un concepto primordial en calculo, la distancia.

Otras normas y distancia en R"

Definicién 5 Para cada T = (x1,x9,...,2,) € R", definimos:
(1) La norma wuno de T, denotada por ||Z||1, como
[zl = |22] + [w2| + - + [n].
(2) La norma infinito de T, denotada por ||Z||~, como
[Zlloo = méax{|z1l, [zal, . .., |znl}.

Como podran notar, en la definicién anterior, nos adelantamos en el uso de la palabra norma.
Formalmente, no deberfamos usar esa palabra hasta demostrar que las funciones definidas (impli-
citamente) son, en efecto, normas. Pero, nos permitiremos esto, pues en la siguiente ayudantia
mostraran que lo son.

Una pregunta natural es si las normas euclidiana, uno e infinito son en realidad diferentes. Para
responder esta pregunta basta calcular dichas normas para un mismo vector.



Ejemplo 6 Sea T = (—1,2,-3) € R®. Calcule |Z||, |Z|1 ¥ ||Z|co-
Solucién. Se tiene que
1Z] = V(=12 + (224 (-3)2=V1+4+9 = V14,

1Zh =] —1+[2/+|-3/=14+2+3=6

[@loo = méc{| — 11, 21, | - 3]} = méix{1,2,3} = 3.
Asi que las tres normas de T son distintas. m

. Estas normas tendrdan alguna relacién? La respuesta la proporciona la siguiente proposicién.

Proposiciéon 7 Para cualquier elemento T € R"™ se cumplen las siguientes desigualdades:

(1) [IZloe < 7] < Vn[|Z]|oo-
1
(2) ﬁHTHl < |zl < Iz}

Demostracién. Sea T = (z1,x2,...,T,) € R™.
(1) Note que 27 < 2% + 23 + --- 4+ 22, para cada i € {1,2,...,n}. De aqui que

2

n
el < (Y] ==,
j=1

para cada i € {1,2,...,n}. Ahora, como ||T||s = max{|z1|,|x2|,..., |zn|}, se sigue que
|7l < [1I]- (1)
Por otro lado, como |z;| < max{|z1]|, |z2|,...,|zn|} = ||Z||~, para cada i € {1,2,...,n}, se
n
tiene que z? = |z;]* < ||Z||%, para cada i € {1,2,...,n}. Luego, Zazf < n||Z||%, de donde
i=1

7] < V|- (2)

Por lo tanto, de (1) y (2), concluimos que

[Zlloo < IIZ]l < v/nl[Z]loo-

1
(2) Para mostrar que —||Z||; < ||Z||, mostraremos que ||Z||; < +/n||Z|| utilizando la desigualdad de
n

Cauchy Schwarz (Lema 4). Para ello, consideremos los vectores (1,1,...,1), (|z1|, |22, ..., |zn]) €
R™. Se sigue, por la desigualdad de Cauchy Schwarz, que

|(1717'--71) : (|3§‘1‘, |1‘2|,... ) |J)n|)| < H(lala"-al)v |||| (|J)1|, ‘$2|7-- < |$TLD ||

es decir,
1 1
n 2 n 2
|| + |2 + - -+ |zn] < (Zl) (Zx?) )
i=1 i=1

2



Esto es,

Izl < Vnllz. (3)

Para la otra desigualdad, note que T = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +---+(0,0,...,z,), asi
que (usando la desigualdad del Tridngulo)

|Z|| = ||(z1,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + -+ (0,0,...,2,)|l
< (#1,0,...,0)|| +1[(0,22,0,...,0)[| + - - - +[/(0,0,...,z,)|
= |z1| + |x2]| + -+ + |40

= |1zl
Es decir
[zl < [1Z]]s. (4)
Asi, de (3) y (4), se tiene que .
=l < =l < izl
]

En la clase anterior observamos que ||Z||?> = % - Z, o de manera equivalente, que |Z|| = VZ - T, es
decir, que la norma euclidiana es inducida por el producto punto. Entonces, podemos preguntarnos
si existen productos interiores en R™ que induzcan las normas uno e infinito. Ustedes, jqué creen?
Una pista: Una norma p : V — R, en un espacio vectorial V sobre R, es inducida por un

1
producto interior si y sélo si satisface la identidad del paralelogramo: 3 (lp(u +v)]* + [p(u — v)]?) =

[p(w)]? + [p(v)]?, para cualesquiera u,v € V.
Continuamos este documento definiendo la “distancia” euclidiana.

Definicién 8 Para cada par de elementos T, € R", definimos la “distancia” euclidiana de T
a Y, denotada por d(T,7y), como

d(z,y) = [z =yl

A continuacién enunciamos una proposicién cuya demostraciéon omitimos por ser inmediata de
las propiedades de norma (en particular de la euclidiana).

Proposicion 9 Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) d(z,y) > 0, para cualesquiera T,y € R", y d(Z,y) =0 si y sélo si T =7.

(2) d(z,y) = d(y,T), para cualesquiera T,y € R".

(8) d(z,y) < d(z,z) + d(Z,7), para cualesquiera T,y,zZ € R" (Desigualdad del Tridngulo).
Definicién 10 Una funcidn A : R™ x R" — R es llamada distancia si satisface:

(1) A(Z,g) >0, para cualesquiera T,y € R", y A(Z,y) =0 si y solo si T =7.

(2) A(z,y) = A(Y,T), para cualesquiera T,y € R™.



(3) A(Z,y) < A(Z,z) + A(Z,7), para cualesquiera T,7,z € R" (Desigualdad del Tridngulo).
Ahora si, segtin la Proposicién 9, ya podemos escribir sin comillas distancia euclidiana.

Ya que definimos la distancia euclidiana en términos de la norma euclidiana, ;podemos definir
una distancia uno y una distancia infinito? La respuesta es si, ademads, de la misma manera, es
decir, para 7,5 € R", di(Z,9) = ||T — Y1 v dwo(Z,7) = ||T — Y|l Pero, jqué diferencia hay
entre estas distancias? Bueno, nada mas como ejemplo, consideremos, con n = 2, los conjuntos
A={ZcR?|dZ0) =1}, B={Z € R? | d(7,0), = 1} y C = {T € R? | d(%,0)00 = 1} que se
muestran en la figura 1.
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Figura 1: Se muestran los conjuntos A, By C.



