Ultima actualizacion: 4 de marzo de 2022

Clase 07

La clase anterior introducimos la notacién B,.(F) para el conjunto B, (%) \ {Z} donde Z € R" y
r > 0. Ademas, de definir una clasificacion de puntos y algunos resultados relacionados a estos:

Definicién 1 Sean A C R™ y T € R". Diremos que T es un punto de acumulacion de A
si para todo radio r > 0 se tiene que BT(E) N A # @. Al conjunto de todos los puntos de acu-
mulacion de A lo llamamos el derivado de A y lo denotaremos por A’, es decir A" = {T €
R™ | T es punto de acumulacion de A}.

T es un punto aislado de A siT € A, pero no es un punto de acumulacion de A, es decir, si existe
r >0 tal que B.(T)NA = @.

Proposicion 2 Sean A CR" y T € R". Se tiene que T es un punto de acumulacion de A si y sélo
st para cualquier r > 0 el conjunto B, (T) N A es un conjunto infinito.

Corolario 3 Sea A CR". Si A’ # &, entonces A es un conjunto infinito.

En esta clase comenzaremos el estudio necesario para asegurar, bajo ciertas condiciones, que
un conjunto tiene puntos de acumulacion.

Rectangulos anidados
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Figura 1: Que un conjunto A sea acotado, se puede interpretar, graficamente, como que puede ser
encerrado en una bola de algun radio M > 0.

Terminamos la sesién anterior preguntdndonos si valia el regreso del Corolario 3, es decir, si
. . . . / ., , .
A es un conjunto infinito, entonces ;A" # @7 Como seguramente ocurrid, después de analizar el



conjunto infinito A = {(m,0) € R? | m € Z} notaron que la respuesta es NO. No basta con que un
conjunto sea infinito para que tenga puntos de acumulacion, pero entonces qué se necesita?

Qué tal si ahora consideramos el conjunto, también infinito, B = {(1/m,0) € R? | m € Z\ {0}}.
Después de unos instantes es seguro que hayan notado que, en efecto, B’ # 0 (; Por ejemplo?), pero
jcudl es la diferencia con el conjunto A? Pues, al menos, que B si es un conjunto acotado.

Definicién 4 Sea A C R". Diremos que A es un conjunto acotado si existe M > 0 tal que
|Z|| < M para todo T € A (vea figura 1).

Definicién 5 Sean a1, ag,...,an,b1,ba,...,b, € R tales que a; < b;, para cada i € {1,...,n}.
Diremos que el conjunto

R = [a1,b1]X[ag, ba] X+ - -X[an, by = {(x1,22,...,20) € R" | a; < x; < b;, para cada i € {1,2,...,n}}

es un rectdngulo cerrado y llamaremos a cada intervalo [a;, b;] un intervalo coordenado de R,
ademds definimos la diagonal de R, denotada por diag(R), como

diag(R) = ||(b1, b2, ..., by) — (a1,a2,...,an)|.

(a1, ba) (b1, ba)

Figura 2: Se muestran dos rectdngulos, uno en R? y el otro en R?, con los respectivos segmentos
cuya longitud es la diagonal del rectangulo.

Enseguida enunciamos un lema con algunas propiedades de los rectangulos cerrados, la demos-
tracién de este resultado es un buen ejercicio de escritura.

Lema 6 Sea R = [a1,b1] X [a2,ba] X -+ X [an, by] un rectangulo cerrado. Entonces se cumplen las
stguientes afirmaciones:

(1) R es un conjunto cerrado
(2) Si T,y € R, entonces || — 7| < diag(R).
(3) Si T € R ydiag(R) <r, entonces R C B,(T).

(4) Si R = [a), V)] x [ah,b5] x -+ x [a},,b],] es un rectdngulo cerrado, se tiene que R' C R si y sélo
si [ag, ;] C [a;, b;], para cada i € {1,2,...,n}.
Antes de enunciar el siguiente teorema es conveniente enunciar la versién del mismo teorema
que, seguramente, vieron en sus cursos de Calculo I:



Teorema 7 (Teorema de los Intervalos anidados) Para cada k € N sean ay, b € R con aj, <
b e Iy, el intervalo cerrado Iy, = [ag, bg]. Suponga ademds que ay, < apt1 y que bpr1 < by para todo
k € N. Entonces

k=1

Teorema 8 Sea { Ry }ren una sucesion anidada de rectangulos cerrados, es decir, Ri11 C Ry para
cada k € N. Entonces

() Rx # 2.
k=1

Si ademds se cumple que ka diag(Ry) = 0, entonces
— 00

ﬁ Ry, = {To},
k=1

para algin Tg € R™.
Demostraciéon. Supongamos que para cada k € N se tiene que
Ry, = [a1k,b15] X -+ X [ank, bp i)
Por el inciso (4) del Lema 6, se tiene que
(@i k+1,0i k1] C [aik, bikls

para cada i € {1,...,n}. Asi, por el Teorema 7, tenemos que

n @ik, bik) # 2,
k=1

o

para cada i € {1,...,n}. Podemos entonces considerar un elemento x; € ﬂ [a; k, bi k), para cada
k=1

ie{l,...,n}. Sea T = (z1,22,...,2,) € R". Note que

o
S ﬂ Ry,
k=1
o0
con lo que m Ry # @.
k=1
o0
Ahora, supongamos que kl;r{:o diag(Ry) = 0 y consideremos 7,7 € ﬂ Ry.. Por el inciso (2) del
k=1

Lema 6, se tiene que
0 < |z — 9|l < diag(Rx),

para cada k € N, por lo que
0< lim ||z —7y[ < lim diag(Ry) = 0.
k—o0 T—00

N r

k=1

o0
De aqui que T =7 y luego = 1. Esto es, existe Tp € R" tal que ﬂ Ry ={Zp}. m

k=1
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Figura 3: Al dividir por la mitad cada intervalo coordenado se obtienen 2" rectangulos.

Observacion 9 Si R = [a1,b1] X - -+ X [an, by] es un rectangulo cerrado y dividimos cada intervalo
[ai, bi] por la mitad, es decir, en los siguientes intervalos:

[ ai—l-bi] [ai—kbi :|
@iy — ——bi| .

2
Y consideramos todos los rectdngulos que tengan como i-ésimo intervalo coordenado a alguno de
estos intervalos, entonces tendremos 2" rectdngulos cerrados Rj, vea figura 3, que cumplen:

(1) R;CR
o

(2) R=J R,
j=1

(3) diag(R;) %diag(R).



