Ultima actualizacién: 16 de marzo de 2022

Clase 11

Para esta sesién es conveniente recordar los sguiente:

Definicién 1 Sea A C R"™. Diremos que A es un conjunto disconexo si existen B,C CR", no
vacios, tales que A= BUC y B y C estan separados. Diremos que A es un conjunto conexo si
A no es disconexo.

Proposicién 2 Sean B,C C R"™. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) Si B y C son abiertos, entonces B y C' estdn separados si y sdlo si BNC = &.

(2) Si B y C son cerrados, entonces B y C' estdn separados si y solo si BNC = @.

Definicién 3 Sea A C R". Diremos que A es un conjunto convexo si para cada T,y € A se
tiene que [Z,7] C A.

Lema 4 Sean B,C CR", 7€ Byye C. Si B yC estin separados, entonces [Z,y) € BU C.
Teorema 5 Sea A CR". Si A es un conjunto convexo, entonces €s un conjunto conexo.

Aunque ya hemos visto (al menos graficamente) que un conjunto conexo no es necesariamente
convexo, aun podemos proporcionar un resultado bastante similar, al menos para conjuntos abiertos.

Conexidad y poligonales

Definicién 6 Dados T, y, T1, To,...,Tr € R", diremos que el conjunto
[Z,T1] U [71,%2] U - - - U [T, 7]
es una poligonal que une T con .

Proposiciéon 7 Sea A CR"™ un conjunto abierto y no vacio. Se tiene que A es conexo si y soélo si
para cada par de puntos T,y € A, existe una poligonal contenida en A que une T con .

Demostracién. =| Supongamos que A es conexo y Ty € A fijo. Mostraremos que para cualquier
T € A existe una poligonal contenida en A que une T con Ty, de esta manera, si § € A es cualquier
otro punto de A, la unién de las dos poligonales existentes, contenidas en A, resultard una poligonal
contenida en A que une T con J.

Consideremos los conjuntos

U = {7 € A | existe una poligonal contenida en A que une T con T}

V ={z € A | NO existe una poligonal contenida en A que une Z con Zp}.



Note que A=U UV, UNV =y ademas U # &, pues Tg € U. Ahora, si mostramos que U = A
habremos terminado.
Afirmacién: U y V son conjuntos abiertos.

Veamos primero que U es abierto y para ello sea T € U. Como U C A y A es abierto, existe
r > 0 tal que B,.(Z) C A. Veamos que B,(Z) C U. Seay € B,(T). Como T € U, existe una poligonal
contenida en A que une T con Ty, digamos [T, 71| U [T1,ZT2] U - - - U [Tk, To). Por otro lado, usando
que cualquier bola es un conjunto convexo, se tiene que [y,z] C B,(Z) C A. Asi, tenemos que

[, Z) U [z, Z1]) U [ZT1,T2] U- - U [Ty, To]

es una poligonal contenida en A que une 7 con Ty Luego, por la definicion de U, se sigue que 5 € U.
Por lo tanto, B.(Z) C U y de aqui que U es un conjunto abierto.

Veamos ahora que V es abierto. Sea T € V. Como V C A y A es abierto, existe r > 0 tal que
B,(T) C A. En este caso, también demostraremos que B,(Z) C V. Supongamos que no es asi, es
decir, que existe ¥ € B,(T) tal que 57 ¢ V. Como A = U UV, entonces 7 € U, por lo que existe una
poligonal contenida en A que une § con T, digamos [7,7;] U [y, Ya) U - - - U [§, To]. Ahora, usando
una vez mas que cualquier bola es un conjunto convexo, se tiene que [Z,y] C B,.(Z) C A. Por lo
que,

[j7g] U [yayl] U [@17@2} U---u [gkij]

es una poligonal contenida en A que une T con T, lo que es una contradiccién al hecho de que
T € V. Asi, B.(T) CV y de aqui que V es un conjunto abierto.

Note entonces que, si V # &, entonces tenemos dos conjuntos abiertos ajenos U,V , y por lo
tanto separados (vea Proposicién 2), tales que A = U U V. Se sigue que A es disconexo, lo que es
una contradiccion. Asi, debe suceder que V = @ y luego A = U.

<] Supongamos que para cada par de puntos T,y € A, existe una poligonal contenida en A que
une T con § y que A es disconexo. Entonces, existen B,C C R", no vacios y separados tales que
A = BUC. Consideremos ahoraz € B, Cy

[T,T1] U [T1, 2] U - - - U [Ty, 7). (1)

cualquier poligonal que une Z con j. Note que, si para alguna ¢ € {1,....,k}, T; ¢ A, entonces la
poligonal (1) no estd contenida en A. Supongamos entonces que, para toda i € {1,....,k}, T; € A.
Asi, si hacemos To = T y Txy1 = U, entonces existe i € {0,1...,k} de tal manera que T; € B
y Tit1 € C. Luego, por el Lema 4, [7;,Ti11] € BUC = A, de donde la poligonal (1) no estd
contenida en A. Entonces, no existe una poligonal contenida en A que una T comn g, lo que es una
contradiccion. Asi, A es conexo. m

Esta proposicién nos permite mostrar formalmente un ejemplo de un conjunto conexo que no
es convexo.

Ejemplo 8 Muestre que el conjunto A =R?*\ {(z,9) |z <0 yy =0} es un conjunto conexo, pero
no convexo.

Solucién. En la Ayudantia 05 vimos que el conjunto A es un conjunto abierto, asi que para mostrar
que es conexo, por la Proposicidn 7, es suficiente mostrar que para cualesquiera puntos Z,y € A
existe una poligonal contenida en A que une T con j. Ahora, como vimos en la prueba de la misma
proposicién, basta demostrar que para cualquier punto (z,y) € A existe una poligonal contenida
en A que une (z,y) con (1,0).



Sea (z,y) € A. Note que podemos trabajar dos casos, cuando y =0y > 0y cuando y # 0 y
z eR.
Supongamos primero que y = 0 y = > 0. Entonces

[(2,0),(1,0)] = {(z,0) +t((1,0) — (z,0)) e R* | t € [0, 1]}
={(z+t—=t,0)eR?* | te[0,1]}
(z(1—t)+t,0) eR?* |t e[0,1]}.

Pero, (1 —t) +t > 0, para todo t € [0, 1], por lo que [(z,0),(1,0)] C A.
Supongamos ahora que y # 0 y = € R. En este caso, tenemos que

[(z,9), (1,0)] = {(z,y) +1((1,0) = (w,y)) € R* | ¢ € [0, 1]}
={(z+t—at,y—yt) eR* | te[0,1]}
={(z(1-t)+t,y(1—t)) eR* | t€[0,1]}.

Ahora, si t € [0,1), entonces y(1 —t) # 0 y si t = 1, entonces z(1 —¢) +¢ = 1, en cualquier caso
[(z,9),(1,0)] € A.

Concluimos que A es un conjunto conexo.

Para ver que A no es convexo, consideremos los puntos (—1,1),(—1,—1) € A. Luego, el punto
(—1,0) ¢ A, pero

(+1,0) = (~1.1) + 5 (-1, =1) = (~1,1)),
es decir, (—1,0) € [(=1,1),(-1,-1)]. m

Figura 1: Para cualquier par de puntos Z, 7 € A existe una poligonal contenida en A que une T con
7y y como A es abierto, entonces es conexo. El segmento [(—1,1), (—1,—1)] no esté contenido en A,
por lo que A no es convexo.



