Ultima actualizacién: 17 de marzo de 2022

Clase 12

Recordemos lo siguiente:

Definiciéon 1 Sea A C R". Diremos que A es un conjunto disconexo si existen B,C C R"™, no
vacios, tales que A= BUC y B y C estan separados. Diremos que A es un conjunto conexo si
A no es disconexo.

Teorema 2 Sea A CR"™. Si A es un conjunto convexo, entonces es un conjunto conexo.
)

Definicién 3 Dados T, y, T, Ta,...,Tx € R", diremos que el conjunto [T, Z1|U[Z1, To|U- - -U[Tg, J]
es una poligonal que une T con 7.

Proposicién 4 Sea A CR"™ un conjunto abierto y no vacio. Se tiene que A es conexo si y sélo si
para cada par de puntos T,y € A, existe una poligonal contenida en A que une T con 3.

En todo el trabajo realizado antes, solo hemos logrado una caracterizacién de los conjuntos cone-
x0s que son abiertos. Pues, en esta ocasién, proporcionaremos una caracterizaciéon de los conjuntos
conexos sin una hipétesis adicional en ellos.

Una caracterizacion de los conjuntos conexos

Comenzamos caracterizando a los conjuntos disconexos.

Proposicién 5 Sea A C R". Se tiene que A es disconexo si y sélo si existen U,V C R"™ abiertos
tales que

(1) ACUUV
(2) ANU#@#ANV
(3) AnNUNV =2

Demostracién. =| Si A es disconexo, entonces existen B,C' C R", no vacios y separados tales
que A= BUC.

SiU=R"\ByV =R"\C, entonces U y V son conjuntos abiertos. Ahora, como BNC =
@ =BnNC,setiene que C CR"\B=Uy BCR"\ C =V, de donde

A=BUCCUUVW.
Por otro lado, se tiene que @ #C =ANC CANUy@# B=ANBC ANV, de donde
ANU#o#ANV.
Finalmente,
ANUNV =An(R"\B)n (R*\C)
=An(R"\ (BUC())
=(BuUC)N(R™\ (BUQ))
= .



<] Supongamos que existen U,V C R" abiertos que satisfacen los incisos (1), (2) y (3) y consi-
deremos los conjuntos B = ANU y C = ANV. Por el inciso (2), se tiene que B y C son no
vacios.
Ahora, note que BNC = (AﬂU) N(ANV) C V. Asi, siz € BNC, entonces T € V y como
V es abierto, existe r > 0 tal que B,(Z) C V. Pero también B,(Z) N (ANU) # &, puesT € ANU.
Asi,
B @)NANU)CVNANU)=AnUNV.

Lo cual no puede ocurrir por el inciso (3). Asf, BNC = @ y de manera simétrica se demuestra que
BNC =g, con lo que By C son separados.
Finalmente, del inciso (1), se tiene que

A=ANUUV)=(ANnU)U(ANV)=BUC.
Luego, A es disconexo. m
Como corolario de esta proposiciéon obtenemos una caracterizacién para conjuntos conexos.

Corolario 6 Sea A C R". Se tiene que A es conexo si y sélo si NO existen U,V C R" abiertos
tales que

(1) ACUUV
(2) ANU#@#ANV
(3) ANUNV =0



