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Clase 12

Recordemos lo siguiente:

Definición 1 Sea A ⊆ Rn. Diremos que A es un conjunto disconexo si existen B,C ⊆ Rn, no
vaćıos, tales que A = B ∪ C y B y C están separados. Diremos que A es un conjunto conexo si
A no es disconexo.

Teorema 2 Sea A ⊆ Rn. Si A es un conjunto convexo, entonces es un conjunto conexo.

Definición 3 Dados x, y, x1, x2, . . . , xk ∈ Rn, diremos que el conjunto [x, x1]∪[x1, x2]∪· · ·∪[xk, y]
es una poligonal que une x con y.

Proposición 4 Sea A ⊆ Rn un conjunto abierto y no vaćıo. Se tiene que A es conexo si y sólo si
para cada par de puntos x, y ∈ A, existe una poligonal contenida en A que une x con y.

En todo el trabajo realizado antes, solo hemos logrado una caracterización de los conjuntos cone-
xos que son abiertos. Pues, en esta ocasión, proporcionaremos una caracterización de los conjuntos
conexos sin una hipótesis adicional en ellos.

Una caracterización de los conjuntos conexos

Comenzamos caracterizando a los conjuntos disconexos.

Proposición 5 Sea A ⊆ Rn. Se tiene que A es disconexo si y sólo si existen U, V ⊆ Rn abiertos
tales que

(1) A ⊆ U ∪ V

(2) A ∩ U ̸= ∅ ̸= A ∩ V

(3) A ∩ U ∩ V = ∅

Demostración. ⇒] Si A es disconexo, entonces existen B,C ⊆ Rn, no vaćıos y separados tales
que A = B ∪ C.

Si U = Rn \ B y V = Rn \ C, entonces U y V son conjuntos abiertos. Ahora, como B ∩ C =
∅ = B ∩ C, se tiene que C ⊆ Rn \B = U y B ⊆ Rn \ C = V, de donde

A = B ∪ C ⊆ U ∪ V.

Por otro lado, se tiene que ∅ ̸= C = A ∩ C ⊆ A ∩ U y ∅ ̸= B = A ∩B ⊆ A ∩ V, de donde

A ∩ U ̸= ∅ ̸= A ∩ V.

Finalmente,

A ∩ U ∩ V = A ∩
(
Rn \B

)
∩
(
Rn \ C

)
= A ∩

(
Rn \

(
B ∪ C

))
= (B ∪ C) ∩

(
Rn \

(
B ∪ C

))
= ∅.
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⇐] Supongamos que existen U, V ⊆ Rn abiertos que satisfacen los incisos (1), (2) y (3) y consi-
deremos los conjuntos B = A ∩ U y C = A ∩ V. Por el inciso (2), se tiene que B y C son no
vaćıos.

Ahora, note que B ∩ C =
(
A ∩ U

)
∩ (A ∩ V ) ⊆ V. Aśı, si x ∈ B ∩ C, entonces x ∈ V y como

V es abierto, existe r > 0 tal que Br(x) ⊆ V. Pero también Br(x) ∩ (A ∩ U) ̸= ∅, pues x ∈ A ∩ U.
Aśı,

∅ ̸= Br(x) ∩ (A ∩ U) ⊆ V ∩ (A ∩ U) = A ∩ U ∩ V.

Lo cual no puede ocurrir por el inciso (3). Aśı, B ∩C = ∅ y de manera simétrica se demuestra que
B ∩ C = ∅, con lo que B y C son separados.

Finalmente, del inciso (1), se tiene que

A = A ∩ (U ∪ V ) = (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) = B ∪ C.

Luego, A es disconexo.

Como corolario de esta proposición obtenemos una caracterización para conjuntos conexos.

Corolario 6 Sea A ⊆ Rn. Se tiene que A es conexo si y sólo si NO existen U, V ⊆ Rn abiertos
tales que

(1) A ⊆ U ∪ V

(2) A ∩ U ̸= ∅ ̸= A ∩ V

(3) A ∩ U ∩ V = ∅
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