Ayudantia 13
Limites de sucesiones en R"

Ejercicio 1. Determine cudles de las siguientes sucesiones convergen y cudl es su punto de conver-
gencia (cuando exista).

(i) (T} = {(ksen(}),(1+4 )’“)}
(ii). {me} = {(25E %)’“)}.
(a “BF)E ek, (-1 (14 ) )

{
(ii). (@) = {
-{

(v). {Ty} (/<:2+1é (E+1)% ,m—%)}.

Demostracion. Ya que trabajaremos con sucesiones en R™, para determinar si son convergentes
o no utilizaremos la Proposicion 8 de la Clase 16, que Oscar resumié como ‘“una sucesion es
convergente si y sblo si cada una de las sucesiones coordenadas es convergente'.

(i) Analicemos cada una de las sucesiones coordenadas. Por un lado sabemos que 1im w =1,
x—
y como kh'm =0 y > 0 para toda k € N, entonces khm Senl(g) =1, es decir, hm ksen( ) =1, por
—00 — 00 k

lo cual la primera sucesién coordenada converge. Por otro lado, como Iglm (1+ k)]C = e, entonces la
— 00

segunda sucesion coordenada converge. En conclusion, lim 7 = (1,¢€).
k—o0

(ii) Analicemos las dos sucesiones coordenadas. Ya que —1 < sen(z) < 1 para toda x € R, se
cumple que para toda k € N se tiene la desigualdad

l sen(k) 1
k™ kT k

Ya que

1
lim (-—)=0= lim —
Jim () <0 Jim 7.

sen (k)
k

por el Teorema de minorantes y mayorantes obtenemos que ka = 0. Por lo tanto la primera

sucesion coordenada es convergente. Ahora, como lim (1 + %)k = e, entonces la segunda sucesion
k—o0

coordenada converge. En conclusion, lim 7 = (0,e).
k—oo

1il Notamos que la sucesion -1 k 1+—1 no es convergente ya que, por un lado, la subsucesién
k & Y
de términos pares Cumple que

1 1
lim (-1)?(1+ =) = lm(1+ =) =1
Hn ) =i trg)

y, por otro lado, la subsucesién de términos impares satisface que

1
lim (-1)%71(1 = lim (-1)(1 =1
Hm (D™ (L 57) = im D+ 57)



Asi, ya que una de las sucesiones coordenadas no converge, entonces {Zx} no es convergente.

(iv) Analicemos las sucesiones coordenadas. En primer lugar notamos que para toda k € N se
cumple que
(k% + 1)i —(k+ 1)%
(k2 +1)8 + (k+1)1
(k2+1)2 - (k+1)
(B2 1)+ (k4 1)) (k2 + 1)1+ (k+1)3)
~ (k2+1) - (k+1)2
C((R2+1)5 4 (k+ 1)) ((R2+ 1)+ (k+1)3)((R2+ 1) + (k+1))
k2 +1-k*-2k-1
(2 +1)5 + (k+ D)D) (B2 + )7 + (k+1)2) (B2 + 1)z + (k+ 1))
-2k

) ((R2+1)8 + (k+ )T ((B2+ 1)1 + (k+1)2)((k2+1)2 + (k+1))
-2

(k2 +1)8 + (k+1)1)((k2+ 1)1 + (k+1)2)((1+ %)% +(1+ %))’

(K2 +1)5 - (k+1)7 =

por lo cual

lim (k2 +1)8 - (k+1)1) = lim . . 2 . .
k00 koo (B2+1)8 +(k+ 1)) ((K2+1)1+(k+1)2)((1+ %)5 +(1+1))

=0.

Por lo tanto, la primera sucesiéon coordenada converge a 0. A continuacion, la segunda sucesiéon
coordenada cumple que

ko ok+l K-(k+1)? -2k-1 -2-3
k+1  k  k(k+1)  k(k+1) k+1’

por lo cual

ko kel 2-%

lim = 11m =
koo k +1 k k—»oo k+1
Por lo tanto, la segunda sucesién coordenada converge a 0. En conclusion, kh'm Zr = (0,0). [
—00

Ejercicio 2. Pruebe que la sucesion {Tr} en R™ converge al punto To € R™ si y solo si la sucesion
de numeros reales {|Tx — To||} converge a 0.

Demostracion. Supongamos que ka T = Tg. Sea € > 0. Entonces existe Ny € N tal que si k > Ny
entonces [Ty — To| < . Ahora, ya que

17 = ol = O] = 71 = Zol, (1)
se obtiene que para N = Ny se cumple que si k > N, entonces ||ZTx — To| — 0] < € por la ecuacion (1).

Por lo tanto, kh'm T =T = 0.

Ahora, supongamos que kh’m |Zx — To|. Sea & > 0. Entonces existe N; € N tal que si k > Ny,

entonces ||T — To| — 0| < e. En virtud de la ecuacion (1), si N = Ny, entonces para toda k > N se
satisface que ||Zy — To| < . Por lo tanto, ka Tk = Tp. ]
—00

2



Ejercicio 3. Sea {T} una sucesion en R™ que converge al punto Ty € R™. Pruebe que la sucesion
de nimeros reales {|Tx|} converge a |To|. sEs cierto el resultado reciproco para cualquier Ty € R™?

Demostracion. Supongamos que k!l’m T = Tg. Sea € > 0. Entonces existe Ny € N tal que si k > Ny,

entonces T — To| < . Como para toda k € N se cumple que
Zx]l = 1Zolll < |7x - Zol,
al tomar N = Ny obtenemos que si k > N, entonces ||| - |Zo| < e. Por lo tanto, kh’rn IZx| = |Zol|-
—> 00

Note que el reciproco es FALSO. Basta considerar la sucesion {zj} = {(=1)*}, ya que kh'm |z =1

pero la sucesion {zj} no converge. |



