Ayudantia 14
Sucesiones y puntos de acumulacién

Comenzamos esta sesion recordando el siguiente resultado demostrado por Oscar en la Clase

17:

Lema 15 (Clase 17). Sean {Tj} una sucesion en R" y A= R ({Z}). Si A’ # @y f € A', entonces
existe una subsucesion {Zy, } de {7y} tal que {Ty, } converge a /. [

Notamos que el resultado anterior tiene como hipotesis implicita que A es infinito, jpor qué
no podria ser finito? La razéon es que el conjunto de puntos de acumulacién de un conjunto finito
siempre es vacio (demuéstrelo). El siguiente resultado es una continuacion del lema anterior.

Lema 1. Sea {ZT}} una sucesion en R™ y supongamos que A = R ({ZTx}) es infinito. Si {Tr} converge
a To € R", entonces Ty es el unico punto de acumulacion de A.

Demostracion. Supongamos que {Ty } converge a To. En primer lugar veamos que Ty € A’. Sear > 0.
Como lim Ty = Tp, existe N € N tal que si k > N, entonces [Ty — To|| < 7. Lo anterior implica que

k—oo
B, (To) N A # @ porque en caso contrario la sucesion deberfa ser constante salvo una cantidad finita
de términos y esto contradiria la hipotesis de que A es infinito. Por lo tanto, Tg € A'.

Veamos que A’ = {To}. Procedemos por contradicciéon. Supongamos que existe 7 € A’ con 7 # Tg.
Por el Lema 15 de la Clase 17 mencionado al principio, existe una subsucesion {Zy,} de {Zy}
que converge a ¥, lo cual contradice que cualquier subsucesion de {Zj} debe converger a Tj. Por lo
tanto, ¥ = To, es decir, A" = {To}. [ |

De manera natural se podria pensar que el resultado anterior admite un reciproco, sin embargo

no es asi como veremos a continuacion.

Ejercicio 2. Existe una sucesion {Tr} con rango A = R({Zr}) infinito tal que A tiene un inico
punto de acumulacion y {Ty} NO es convergente.

Demostracion. Consideremos la sucesion {zy} en R definida por

si k es par,

=

Tk = . .
1 ik esimpar.

Tenemos que A = R ({z}) = { 1| k € N} es infinito. Ademas, 0 es el tinico punto de acumulacién de
A pero la sucesion {zj} no es convergente. ]

Lema 3. Sea A cR"™. Se cumple lo siguiente:
(i). Toe A" siy solo si existe una sucesion {Ty} en AN {Zo} tal que {Ty} converge a Ty.
(ii). To € A siy sélo si existe una sucesion {Tr} en A tal que {T}} converge a To.

(iii). SiTo es un punto aislado de A y {Ty} es una sucesion en A que converge a To, entonces existe
N e N tal que T =Ty para toda k> N.



Demostracion. (i) Primero supongamos que Ty € A’. Usamos que T es un punto de acumulacion
para construir inductivamente una sucesion que cumpla lo deseado:

» Para k = 1, tenemos que By (To) n A # @, por lo cual existe 7; € By (%) n A. En particular,
T1#+Toy X1 € A.

» Supongamos que para k € N fijo hemos construido {Z1, ..., T} todos distintos de T(. Para k+1
construimos Tj,1 como sigue: ya que B J(k+1)(To) N A es no vacio y es un conjunto infinito,
entonces (Bl/(kﬂ)(fo) N A)\{fl, .., T} # @, por lo cual tomamos Ty € (Bl/(kﬁ)(fo) n A)\
{ZT1,...,Tp}. Asi, Tpy1 #To y Tps1 € A. Esto termina la construccion de la sucesion.

Afirmacién. La sucesion {7y} converge a Ty.
Sea € > 0. Si € > 1, entonces |T — To| < 1 < e para toda k € N. Supongamos que ¢ < 1. Por
la propiedad arquimediana existe N € N tal que % < €. Luego, si k > N entonces se cumple que

1.1 .
7 <7 <¢&, ast que

1 1
”Ek_EOH < E < N <é&.

Por lo tanto, {Z} converge a Ty. Ademaés, por construccion se cumple que Ty, # Tp para toda k € N
como se deseaba. Esto prueba la primera implicacién.

Para la implicacion reciproca procedemos por contrapositiva. Supongamos que si Zg ¢ A’, en-
tonces existe ¢ > 0 tal que BEO (Eo) N A = @. Notamos que si Ty € A, entonces Ty debe ser un punto
aislado, y entonces no es posible construir una sucesiéon contenida en A formada por puntos distintos
de Ty que converja a To. Asi, supongamos adicionalmente que T ¢ A. Entonces Be,(Zo) c A®. Aho-
ra, si {Tj} es una sucesion contenida en A, entonces Ty, # T para toda k € N, sin embargo, para toda
k € N se cumple que |y —Zo| > €0, ya que en caso contrario existe ko € N tal que Ty, € Be,(To) c AC,
es decir, T, € AN AC = &, 1o cual es un absurdo. Lo anterior implica que {Z}} NO converge a 7.
Esto prueba que cualquier sucesion contenida en A no converge a . Esto termina la prueba.

(ii) Para la primera implicacién notemos que si Ty € A, entonces Zop € Au A’. Si Ty € A, basta
tomar la sucesion constante {Tj} donde Ty = T( para toda k € N. Si Ty € A’, el resultado se sigue
del inciso (i) anterior.

Para la implicacién reciproca nuevamente procedemos por contrapositiva. Supongamos que Ty ¢
A. Entonces existe g > 0 tal que B, (Zo) N A = @, lo cual implica que Be,(Zo) € A. A partir de aqui
repetimos la prueba realizada en el inciso anterior. Esto termina la demostracion.

(ili) Supongamos que Tp un punto aislado de A. Entonces existe g9 > 0 tal que B, (To)nA = {To}.
Como {Ty} es una sucesion contenida en A que converge a To, existe N € N tal que si k > N entonces
|Zk —To| < 0. Asi, Ty, € B, (To) N A = {ZTp} para toda k > N, por lo cual, para toda k > N se cumple
que Ty = Tg. Esto termina la prueba. [



