Ayudantia 15
Ejemplos de limites de funciones

Ejercicio 1. Determine si las siguientes funciones tienen limite en el punto que se indica. Pruebe
su respuesta.

3 2 .2 .3 3

(O ) = =g e (00 (i) S = oy en (00)
) _ 2(y-1)

(it). f(x,y) = 1 (y-1)2 en (0,1). (iv). fz,y) = zz—i_zj en (0,0).

Solucion. (i) En este caso notamos que si (z,y) # (0,0), entonces se tiene que
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es decir, para (x,y) # (0,0) se cumple que f(x,y) =z —y. Este resultado motiva lo siguiente.

Afirmacion. Se cumple que  lim  f(x,y) =0.
(z,y)~(0,0)
Para demostrar la afirmacién usaremos la definicién de limite. Por ello, sea € > 0. Proponemos

d= g Asi, si (z,y) € R? cumple que 0 < ||(z,y) - (0,0)| < d, entonces (z,y) # (0,0) y también
€
o =yl <zl + Iyl < [(z, )] + (@, 9)] =20 (2, )| <20 =2- 3 =¢,
asi que a partir de la ecuacion (1) se obtiene que
[f(z,y) -0 <z -yl <e.
Por lo tanto, por definicién, se cumple que
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(ii) En este caso intentaremos aproximarnos al punto (0,1) mediante sucesiones. Recordemos
que la Proposicion 4 de la Clase 18 nos asegura la equivalencia entre limites de funciones y
limites de sucesiones. Aunque la primera idea suele ser el aproximarse mediante sucesiones que
“estan” sobre lineas paralelas a los ejes coordenados, en esta ocasién nos aproximaremos por otro
tipo de “trayectorias” (méas tarde se formalizara este concepto para que pueda ser utilizado para
probar que ciertos limites no existen).
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Por un lado tenemos que la sucesion {a,} = {(— , 1+ —)} converge a (0,1) y ademas, ya que
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Asi, en este caso tenemos que la sucesion {a,} converge a (0,1) y la sucesion de imagenes {f(a,)}

converge a 0.
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Por otro lado, la sucesion {b,} = {(—, 1+ —2)} también converge a (0,1), pero la sucesion de
n n

iméagenes {f(b,)} cumple que
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Entonces, la sucesion {b,} converge a (0,1) y la sucesion {f(b,)} converge a >
En virtud de lo anterior, hemos encontrado dos sucesiones que convergen a (0, 1), pero tales que
sus sucesiones de imégenes convergen a distintos valores, por lo cual, usando la equivalencia entre
limites de funciones y limites de sucesiones (Proposicion 4 de la Clase 18), concluimos que el
limite de f(z,y) cuando (z,y) tiende a (0,1) NO existe.

(iii) Procedemos de manera similar al inciso (ii) anterior. En primer lugar, consideremos la
zy?
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sucesion {ay} = {(0, —)} Tenemos que {a,} converge a (0,0). Ahora, ya que f(z,y) =
n

sucesion de imagenes { f(ay)} cumple que
1
lim f(a,) = lim f(O, —)
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Asi, la sucesion {a,} converge a (0,0), mientras que la sucesion de imégenes { f(ay,)} converge a 0.
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Por otro lado, la sucesion {b,} = {(5,3—\/5

iméagenes {f(b,)} satisface lo siguiente:

)} también converge a (0,0), pero la sucesion de
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Entonces, la sucesion {b, } converge a (0,0), mientras que la sucesion de imagenes { f(b,)} converge
1
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En virtud de lo anterior, hemos encontrado dos sucesiones que convergen a (0,0), pero tales que
sus sucesiones de imégenes convergen a distintos valores, por lo cual, usando la equivalencia entre

limites de funciones y limites de sucesiones (Proposicion 4 de la Clase 18), concluimos que el
limite de f(x,y) cuando (z,y) tiende a (0,0) NO existe.
(iv) Afirmamos que

lim z,y) =0.
($7y)—>(070)f( 2

Sea ¢ > 0. Proponemos § = mfn{l, g} Tenemos que si (z,y) € R? cumple que 0 < ||(z,y) -

(0,0)| < 4, entonces (z,y) # (0,0) y, en particular, 0 < |(x,y)| < 1, de donde |(z,¥)|* < 1. Ya que
2], Jul < ()], también se tiene que Jal, [yl < < y que || < 1.

A partir de lo anterior se obtiene que
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y también que
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Luego, se cumple que
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Asi, a partir de (2) se obtiene que
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Por lo tanto, por definicién de limite, se cumple que
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Ejercicio 2. Sean f: ACR" - R™ yzge A'. Pruebe que lim f(Z) =0 si y sélo si lim | f(z)] = 0.
T—>XT0 T—>xo

Demostracion. En primer lugar supongamos que lim f(Z) = 0. Sea € > 0. Por definiciéon de limite
T—>T0

existe § > 0 tal que si T € Bs(To), entonces | f(Z) - 0] <. Ya que

1F @) =0l =1f@I,

se concluye que lim | f(Z)| =0.
T—Tg

Supongamos ahora que lim | f(Z)] = 0. Sea & > 0, entonces por la hipdtesis se cumple que existe
T—To

& >0 tal que si Z € Bs(Tp) entonces | | f(Z)] -0 | <&, lo cual implica que

[f@) -0l =1f@I=f@)]-0]<e.

Por lo tanto, lim f(%) =0. |

T—T0

Lema 3. Sean f,g: ACR" - R™ yzo e A'. Si g estd acotada en una vecindad agujerada de o,
es decir, existen v >0 y M > 0 tales que |g(T)| < M para toda T € (B, (Zg) n A), y lim f(7) =0,
T—To

entonces lim (g- f)(Z) = 0.
T—T(

Demostracion. Sea e > 0. Por la hipotesis existen r > 0y M > 0 tales que si T € B, (To) N A, entonces
lg(Z)| < M. Como lim f(T) =0, existe §; > 0 tal que si 7 € Bg, (Zg) N A, entonces
T—To

1F@)] = 1£@) -0l < .

Luego, si § = min{dy,r}, para cualquier 7 € Bs(To) n A se cumple, por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, que

(F-9)@) =0 = |7 (@) -9@)| < [F@)] l9(@)] < % M =e.

Esto prueba lo deseado. [



