Ayudantia 17
Ejemplos de funciones continuas

Ejercicio 1. Pruebe que la funcion f:R> - R definida por flx,y,2) = sem(:/c2 —yz) es continua en
R3.

Demostracion. Consideremos las funciones mp, mo, m3 : R — R definidas por m(z,y,2) = 2,
mo(x,y,2) =y vy m3(x,y,2) = z. Tenemos que w1, my y w3 son continuas en R®, de donde se si-
gue que (11 —m9m2)(x,y, 2) = x> —yz también es continua en R? (vea la Proposicion 7 de la Clase
20). Ahora, la funcion g : R — R definida por ¢g(¢) = sen(t) es continua en R y se cumple que
go (m —mym3) : R® - R esta dada por

(g0 (m1 =mam3)) (z,y,2) = g ((m1 - mom3) (2, y,2))
= g(a” - y2)
= sin(z? - y2)

= f(.’E,y,Z)

y por la Proposicién 8 de la Clase 20 obtenemos que la composicion de funciones es continua (en
R?’), asi que por la igualdad anterior se cumple que f es continua en R3. Esto termina la prueba. m

Ejercicio 2. Determine si la funcion f: R? > R definida por

20

feg) = | @ S @) 0.0
0 81 (:an) = (0,0)

es continua en (0,0).

Demostracion. Ya que (0,0) no es un punto aislado de R?, por la Proposicién 4 de la Clase 20,

si f es continua en (0,0) debe cumplirse que ( I)HI% )f(x,y) = £(0,0) = 0.
z,y)—(0,0

Ahora, consideremos la funciéon g : R - R? dada por g(t) = (¢,t*). Tenemos que g es continua
en Ry ¢g(0)=(0,0), asi, g es continua en (0,0). Si f fuera continua en (0,0), por la Proposicién

7 de la Clase 21 debe cumplirse que %1118(]“ og)(t) = ( l)irréo O)f(z:,y) = £(0,0) = 0. Sin embargo, si
- x7y - b
t +# 0 se cumple que

5 t6 16
t = t t = = — = 1
lo cual implica que %1118(]‘" og)(t) = 11'1%1 =1%0. Por lo tanto, f no es continua en (0,0). ]

Ejercicio 3. Sea k € R. Considere la funcion f:R? - R definida por

f(z,y) = x2 + 2 (z,y) # (0,0)
k st (l‘,y) = (070)

1). Halle, si existe, lim xz,y).
(1) (z,y)—»(0,0)f( Y)



(ii). &Es posible elegir k € R tal que f sea continua en (0,0)?

Demostracion. (i) Consideremos las funciones g, h: R*~ {(0,0)} - R definidas por g(z,y) = sen(y)
2
sen”(x)

y h(z,y) = Notamos que  lim  g(x,y) = 0. Por otro lado, si (z,y) # (0,0), entonces

a2 +y? (@)~(0,0)
2 2 2
0< |50 (z)| sen*(x) . sen (a:)’
22 + 12 22 + 32 22
2
sen(x sen”(z
y ya que HH(I) () =1, se tiene que HH(I) # =1, lo cual implica que para 1 > 0 existe § > 0
xT—> X xr— x
2 2
en”(z sen”(z
tal que si 0 < |z — 0| < §p entonces 2( ) _ 1| < 1, lo cual implica que -1 < 2( ) _ 1<1,
x x
. sen?(x) L .
es decir, 0 < 5— < 2. Lo anterior implica que si § = dp, se cumple que |h(z,y)| < 2 para
x

toda (z,y) € Bs(0,0), esto es, h es acotada en una vecindad de (0,0). Asi, por el Lema 3 de la
Ayudantia 15 se concluye que

lim  (g-h)(z,y) =0,

(z,y)~(0,0)
Sen2 x Sen2 I )sen
v v aue (g 1)) = sen(y) - 2500 = SEVRO 1) para voda (2,9) # (0,0), 50

concluye que

lim  f(xz,y)=0.
(z,y)—~(0,0) (@)

(ii) Ya que (0,0) es un punto de acumulacion de R2, en virtud de la Proposicion 4 de la Clase

20 debe cumplirse que ( l)l'm )f(:L‘,y) = £(0,0). Ya que f(0,0) = k y en el inciso (i) vimos que
z,y)—(0,0

( l)lII% )f(x,y) = 0, basta elegir k = 0 para asegurar la continuidad de f en (0,0). De hecho, en
z,y)—>(0,0
virtud de la misma proposicién se puede asegurar que es la tinica elecciéon posible. [

Lema 4. Sean f:U cR" > R, Ty e U, (a,b) € R tal que f(U) € (a,b) y g:(a,b) SR - R derivable
en f(To). Definimos ¢ : U cR"™ - R como

g(f(@)) - g(f(z0))
f(@) - f(Zo)

st f(@) - f(@o) 0,
P(T) =

9'(f(@0)) si f(Z) - f(Zo) = 0.
Si f es una funcidn continua en Ty, entonces @ es continua en Tg.

Demostracion. La prueba se haré utilizando la definicion de limite. Sea € > 0. Denotemos yg = f(Zp).
Como g es derivable en yp, existe 01 > 0 tal que si |y — yp| < d1 entonces

9(y) - 9(yo)

— -9 (o)l <e. (1)
Y—Yo

Ya que f es continua en Ty, existe dp > 0 tal que si T € By, (Tp) N U entonces |f(T) — yo| < 1.
Proponemos ¢ = dg. Si T € Bs(To) N U, entonces |f(T) — yo| < 1, y obtenemos dos casos:



Caso 1: Si f(T) = yo, entonces p(Z) = g'(f(Zo)) y, por lo tanto,

lo(Z) — p(To)| =0 <e.

Caso 2: Si f(T) # yo, entonces por la ecuacion (1) obtenemos que

9(y) - 9(yo)

o(Z) = p(To)| = - (yo)| <e.

A partir de los Casos 1 y 2 concluimos que lim ¢(Z) = ¢'(f(Zo)) = ©(To). Esto prueba lo
T—To

deseado. ]



