Ayudantia 18
Continuidad, conexidad y conjuntos cerrados y acotados

Continuidad y conexidad

Recordemos el siguiente resultado demostrado por Oscar en una de las tltimas sesiones.

Teorema 4 (Clase 22). Sean ACR", BC Ay f: AcR" - R™ una funcion continua en A. Si B
es conexo, entonces f(B) es conexo.

En primer lugar, ganemos un poco de intuicién respecto al uso del Teorema 4 (Clase 22).

Ejemplo 1. Sea a € R. Definimos f : R*> - R mediante f(z,y) = (z,a,y). Notamos que f es
continua y como R? es un conjunto conexo, entonces f(R?) es conexo en virtud del Teorema 4
(Clase 22). Note que f(R?) es un plano paralelo al plano X Z ya que y = a es fijo. ]

Para continuar la ganancia de intuicién, notemos que hay dos preguntas naturales acerca de este
tema:

(i). Si la funcion no es continua en su dominio, {la imagen ya no es conexa?

(ii). Si el dominio no es conexo, jsu imagen bajo una funciéon puede ser conexa?

Ejemplo 2. Sea A =[0,00) ¢ R. Consideremos f: A - R definida por

1
— six>0,
flx)=1z
0 siz=0
Notamos que f no es continua en 0 porque h’nél f(x) = oo. Por otro lado, es claro que f(A) = [0, 00).
z—0*

Asi, f(A) es conexo aunque f no es continua en A. [ ]

Asi, el Ejemplo 2 nos muestra que aunque la funcién no sea continua, la imagen de un conjunto
conexo puede ser conexa. Esto responde la Pregunta (i).

Ejemplo 3. Sea A =[0,1]u[2,3] c R. Definimos f : A - R? mediante

| (#,0) sitel0,1],
f() = { (0,t-2) sitel23].

Notamos que A no es un conjunto conexo porque no es un intervalo, asi, no podemos aplicar el
Teorema 4 (Clase 22), por lo cual debemos analizar f(A) para determinar si es conexo o no. De
hecho, notamos que

f(A) = [(070)7 (170)] U [(070)7 (170)]7

donde la notacion [a@,b] denota el segmento de recta que une los puntos @ y b. En virtud de lo
anterior, f(A) es una poligonal, asi que, por el teorema que dice que todo conjunto conexo por
poligonales es conexo, f(A) es conexo. [ ]



Note que el Ejemplo 3 muestra que, a pesar de que el dominio no sea conexo, su imagen puede
serlo (esto responde la Pregunta (ii)). De hecho, note que la funcion anterior ES CONTINUA en
su dominio. Por ello, sea cuidadoso cuando intente aplicar alguno de los teoremas: siempre recuerde
cuales son las hipotesis y cudles son las conclusiones de cada teorema.

Para concluir esta seccion, damos algunos ejemplos donde se aplica el Teorema 4 (Clase 22) o
alguno de sus corolarios.

Ejemplo 4. La circunferencia unitaria S' = {Z e R? | |Z| = 1} es un conjunto conexo. Esto se obtiene
inmediatamente al considerar la funcién f : [0,27] - R? definida por f(t) = (sen(t),cos(t)), la cual
cumple que f([0,27]) = S' y es continua, asi que por el Teorema 4 (Clase 22), S es conexo.

Ejemplo 5. Sean A c R" un abierto, Ze A, e (AuA)C y f:[0,1] € R - R" continua tal que
f(0)=Z y f(1) =7. Pruebe que existe ¢t € (0,1) tal que f(t) € Fr(A).

Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que f(t) ¢ Fr(A) para toda t € (0,1).
Ahora, consideremos

Bi={te[0,1]|f(t) e A} = f'(A)

By = {t[0,1]] f(t) € ext(A)} = £ (ext(A))

Notamos que 0 € By y 1 € By, asi que By # & # By. Por otro lado, es claro que Bin Bs = @ y
B1 UBQ = [0, 1]

Como f es continua en [0,1], dado que A es abierto, por la Proposicion 3 de la Clase 22 se
cumple que existe U ¢ R abierto tal que f~(A) = U n[0,1] y también, como ext(A) es abierto,
existe V ¢ R abierto tal que f*(ext(A4)) =V n[0,1].

Ahora, por construccion [0,1] € UuV y también U n[0,1] + @ #+ V n[0,1]. Ademés, ya que
B1n By = @, se cumple que [0,1]nUnV = @. Por lo tanto, U y V cumplen las condiciones de
la Proposicion 5 de la Clase 12 (una caracterizacion de conjuntos disconexos), lo cual implica
que [0,1] es disconexo, pero esto es una contradiccion porque [0, 1] es conexo. Por lo tanto, existe
to € (0,1) tal que f(tg) € Fr(A). |

Ejemplo 6. Sea f: A c R" > R™ continua en A, con A conexo y tal que ||f(Z)| # 1 para toda
T € A. Pruebe que si | f(Zg)|| < 1 para alguna T € A, entonces ||f(Z)| < 1 para toda T € A.

Demostracion. Procedemos por contradiccién. Supongamos que existe T1 € A tal que

| (@) >1.

Notemos que la funciéon norma | - | : R™ — R es una funcién continua, por lo cual |-|of: A —>R
es una funcion continua. Como A es conexo, se cumple el Teorema del Valor Intermedio (ver
Corolario 6 de la Clase 22), por lo cual existe Ty € A tal que | f(Z2)| = 1, lo cual contradice la
hipotesis de que | f(T)| # 1 para toda Z € A. Por lo tanto, || f(Z)| < 1 para toda T € A. ]



Continuidad y conjuntos cerrados y acotados

En esta seccién nos centraremos en la relacién entre continuidad y la preservacion de los conjuntos
cerrados y acotados.

Teorema 9 (Clase 23). Sean A,BCR" con B Ay f:A—- R"™ una funcién continua en A. Si
B es cerrado y acotado, entonces f(B) es cerrado y acotado.

Antes de hacer aplicaciones interesantes de dicho teorema, nuevamente, es conveniente ganar intui-
cion, para ello daremos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 7. La circunferencia unitaria S* (vea el Ejemplo 4) es un conjunto cerrado y acotado.
Para ello basta aplicar el Teorema 9 (Clase 23) a la funcién definida en dicha nota. [ ]

Pregunta. ;Cdmo modificar el ejemplo anterior para demostrar que cualquier circunferencia es
cerrada y acotada?

Ejemplo 8. Sea r > 0. Consideremos A = [0, 27] x [—g, g] c R?. Definimos f : A - R® mediante

f(z,y) = (rcos(x)sen(y),rsen(z)sen(y),r cos(y)).

Claramente la funcién f es continua porque lo son las funciones coordenadas y se cumple que A es un
conjunto cerrado y acotado (;por qué?). Finalmente, al aplicar el Teorema 9 (Clase 23) obtenemos
que f(A) es cerrado y acotado. |

Pregunta. ;Puede describir geométricamente a f(A)?

La experiencia de la seccion anterior (en el estudio de continuidad y conexidad) nos dice que
debemos ser cuidadosos al dar conclusiones acerca de las imagenes de funciones. ;jqué casos pueden
ocurrir?

Ejemplo 9. Sea A =[0,1]u[2,3] ¢ R. Definimos f : A - R? mediante

| (#,0) site[0,1],
f#) = { (0,t—2) site[2,3].

Esta funcion la vimos en el Ejemplo 3. Observamos que el dominio no es conexo, pero si es cerrado
y acotado. Ademas, como se menciono, la funcién f es continua en A, asi que podemos aplicar el
Teorema (9 (Clase 23)) y obtenemos que f(A) es cerrado y acotado. ]

El ejemplo anterior nos ilustra que nuestro dominio puede tener “varias piezas” y que debemos
estar muy atentos a la hipétesis de continuidad.

Ejemplo 10. Sea A =[0,00) ¢ R. Consideremos f : A —» R definida por

1
— sixz>0
f(x)=1 = ’
0 siz=0

Esta funcion se estudio en el Ejemplo 2. Vimos que f no es continua en 0y f(A) = [0, o). Notamos
que Ay f(A) son conjuntos cerrados, asi, f “manda” un conjunto cerrado en un conjunto cerrado
aunque no es continua. ]



Ejemplo 11. Sea G = {(x,y) e R?

(;por qué?). Ahora, si consideramos p : G - R definida por p(z,y) = x, entonces p es una funcion
continua y p(G) = (—o0,0) U (0,00), esto es, p(G) NO es un conjunto cerrado. |

1
Yy=—, T # O} c R2. Tenemos que G es un conjunto cerrado
x

Los Ejemplos 9 y 10 nos ilustran lo que puede suceder con las imagenes de conjuntos cerrados, asf
que es conveniente saber qué puede ocurrir con las imagenes de conjuntos acotados o de conjuntos
no acotados.

Ejemplo 12. Sea A = [0,00) € R. Si consideramos la funcion f : A - R definida por f(z) = e™®,
entonces f es continua y f(A) = (0,1]. Este muestra que la imagen de un conjunto no acotado bajo
una funcién continua puede ser acotada. [

Ejemplo 13. Sea A = (—g, g) c R. Tenemos que la funciéon f: A - R definida por f(z) = tan(x)

es una funciéon continua con f(A) = R. Asi, la imagen de un conjunto acotado bajo una funcion
continua puede ser no acotada. [

,Qué tan extrano puede ser el comportamiento de una funcion al aplicarse sobre un conjunto
cerrado y acotado? ;Es necesario que la funcién sea continua (en todo su dominio) para que la
imagen de un conjunto cerrado y acotado sea un conjunto cerrado y acotado?

Ejemplo 14 (Funcion palomita de maiz o funcion de Thomae). Sea f:[0,1] - R definida por

p

sixz==, conp,qeNymed(p,q)=1, z#0,
q

f(z)= size[0,1]n(R\Q),

1
q
0
1 siz=0.

Tenemos que f es acotada por definicion (todas sus imégenes pertenecen al intervalo [0,1]). Recor-
damos del curso de Calculo 1 que sabemos mas informacion de esta funcion:

(i). Siz€[0,1]nQ, entonces f NO es continua en z.
(ii). Siz€[0,1]n (R~ Q), entonces f SI es continua en .
Notemos que podemos decir atin mas acerca de la imagen de f, de hecho, explicitamente tenemos
que
so.) = {5 Inenfuqoy,
por lo cual podemos afirmar que f([0,1]) es un conjunto cerrado (jrecuerda como se demuestra

esto?). Asi, f([0,1]) es un conjunto cerrado y acotado a pesar de que f no es una funcién continua
en su dominio. [ ]

Ejemplo 15. Sea A = (-00,0) ¢ R. Consideremos la funcién f : A - R? dada por f(t) =
(sen(t),cos(t)). Notamos que f(A) = S la circunferencia unitaria ya que si (x,y) € f(A), en-
tonces 2 + ¢ = 1 (;Puede demostrar la otra contencion?). Asi, f(A) es un conjunto cerrado y
acotado en virtud del Ejemplo 7. [



Note que el Ejemplo 15 muestra que, a pesar de que el dominio de la funcién no es acotado ni
cerrado, su imagen si es cerrada y acotada. De hecho, note que la funcién anterior ES CONTINUA
en su dominio. Por ello, como se senal6 en la sesién anterior, sea cuidadoso cuando intente aplicar
alguno de los teoremas: siempre recuerde cuales son las hipotesis y cudles son las conclusiones de
cada teorema.

Para concluir esta secciéon, damos algunos ejemplos donde se aplica el Teorema 9 (Clase 23).

Ejemplo 16. Sean A ¢ R” un conjunto no vacio, cerrado y acotado, y 7 € AC. Pruebe que existe
Tp € A tal que |To-7|| < [|T-7| para toda T € A. ;La afirmacion anterior no es valida si no suponemos
que A es cerrado. {Esta afirmacion sigue siendo cierta si inicamente suponemos que A es cerrado?

Demostracion. Sea f: AcR"™ - R definida por f(Z) = | —7|. Observamos que f es la composicion
de g: AcR" -> R" dada por g(Z) =Z -7 y |- | : R" - R la funcién norma, las cuales son continuas
en su dominio, lo cual implica que f = |- | o g es una funcion continua. Asi, por el Corolario 11 de
la Clase 23, obtenemos que f alcanza su minimo, es decir, existe Ty € A tal que f(Zp) < f(T) para
toda T € A, es decir, |To - 7| < |Z -7/ para toda T € A. Esto prueba lo deseado.

La respuesta a la primera pregunta es NO. Considere, por ejemplo A = (a,b) c Ry y =b+ 1.
Note que en este caso A no es un conjunto cerrado.

Para responder a la segunda pregunta, supongamos que A es un conjunto cerrado y no aco-
tado. También, consideremos la misma funciéon f : A — R definida anteriormente. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que 7 = 0 € A® (en caso necesario, componemos con h(Z) = T - 7). Sea
B=f(A)={|z| |7 e A} (aqui es donde estamos usando la hipotesis adicional de que 3 =0 ). Como
B # @ y es acotado inferiormente por cero, entonces existe 8 = inf B. Veamos que § € B. Como
B € B’ por definiciéon de infimo (jrecuerda como demostrar este hecho?), existe una sucesion {3}
en B tal que {f;} converge a § y Bi # § para toda k € N. Ya que los elementos de B son iméagenes
de puntos en A, podemos tomar Ty € A tal que f(T) = |Zk| = Bx para toda k € N.

Ahora, para g9 = 1 > 0, existe N € N tal que k > N entonces ||Zy| - 5] < 1, lo cual implica que
si k> N entonces ||Tg| < 1+ 3. Esto demuestra que para toda k > N se tiene que Ty, € B1,3(0). En
virtud de lo anterior, {Zx, N} es una sucesion acotada en A, lo cual implica que tiene una subsucesion
{Z;}' que es convergente. Supongamos que {Z;} converge a T € R". Como A es cerrado, obtenemos
que Zp € A. Como f es continua (en A), obtenemos que {|Z;||} converge a ||Zo|. Pero {|Z;|} es una
subsucesion de la sucesion {||Zx||}, la cual converge a 3, lo cual implica (por el teorema que dice
que cualquier subsucesién de una sucesién convergente es convergente y converge al mismo limite, y
por el teorema de la unicidad del limite) que |Zy|| = 8. Por lo tanto, 5 € B pues lo anterior muestra
que es la imagen de un punto de A. Esto significa que f alcanza su minimo en A. Por lo tanto, si
A cR" es un conjunto cerrado y no vacio y 7 € AC, entonces existe g € A tal que para toda T € A
se cumple que |Zo-7| < |7 -7]. [ ]

Pregunta. ;Puede reescribir la solucion a la preqgunta 2 sin suponer que =07

Ejemplo 17. Sea f: AcR" - R™ continua e inyectiva en A, con A cerrado y acotado. Entonces
f1:f(A) cR™ - R™, la funcién inversa de f, es continua en f(A).

1Aqui se sumplifico la notacién para no hacerla muy pesada.



Demostracion. Para evitar confusiones respecto a la preimagen y la funcién inversa, denotemos
-1
g=rf-
Usaremos el inciso a) del Ejercicio 3 de la Tarea 4. Lo enunciamos a continuaciéon como un
lema.

Lema (Ejercicio 3 a)). Sea f: AcR" — R™. Se satisface que f es continua en A si y sélo si para
todo conjunto cerrado C' c R™ existe un subconjunto cerrado D € R” tal que f/(C)=DnA. =

Sea B ¢ R" cerrado. Entonces Bn A es cerrado (jpor qué?), y como A es acotado, entonces
AN B es también acotado. Luego, como f es continua, por el Teorema 9 (Clase 23), f(An B) es
cerrado y acotado. Ademaés, f(An B) c f(A). A continuacion, demostraremos que

97 (B) = f(AnB).

Por un lado, si 7 € g"'(B), entonces g(Z) € B, de donde Z = f(g(Z)) € f(B). Note que T € f(A)
porque T es un punto del dominio de g. Lo anterior implica que T € f(A)n f(B) = f(An B), donde
la igualdad de conjuntos se obtiene porque f es una funcion inyectiva (;recuerda este resultado?).
Esto prueba una contencion.

Por otro lado, si T € f(An B), entonces g(Z) € f ' (f(AnB)) = An B ? porque f es inyectiva.
Lo anterior significa que g(Z) € An B c B, es decir, T € g_l(B ). Esto prueba la segunda contencion.

Todo lo anterior prueba que ¢ ' (B) = f(An B) n f(A). Finalmente, el Lema implica que g es
una funcién continua. [ |

*Observe que en este caso, estamos considerando la preimagen de f (An B) bajo f, y por ello uso el simbolo ot
y no el simbolo g.



