Ayudantia 19
Continuidad uniforme y compacidad

Iniciaremos esta sesién con un ejemplo que complementa el Ejemplo 6 de la Clase 24 dado
por Oscar.

Ejemplo 1. La funciéon f: A =R"\ {0} c R” - R definida por

‘ -

f(@) =

gl
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es uniformemente continua sobre cualquier subconjunto B € A que no tenga a 0 como punto de
acumulacion.

Demostracion. Sea B c¢ R™ \ {0} tal que 0 ¢ B’. Como 0 ¢ B’, entonces existe ro > 0 tal que
B,,(0)n B =@. Ya que 0 ¢ B, se tiene que B,,(0) n B = @. Tenemos que C = {|Z| | T € B} es un
conjunto no vacio y acotado inferiormente por cero, asi que existe g = inf C. Veamos que 5 > 0. Por
contradiccién, supongamos que [ = 0; entonces, como 7’2_0 > 0 no es cota inferior, existe T; € B tal

_ To . . _ = ., .
que B =0<|Z1| £ —, lo cual implica que Z; € B,,(0) n B, lo cual es una contradiccion a la eleccion

de rg. Por lo tanto, 8> 0.
Ahora, notamos que para cualesquiera T,y € B se cumple que
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donde la tltima desigualdad se obtiene porque ||y| - |Z|| < |y — Z| para cualesquiera Z,7 € R" y,

por lo mostrado en el parrafo anterior, o < |Z| para toda z € B.
Finalmente, dada ¢ > 0, basta considerar § = erg para que si Z,7 € B cumplen que |7 -Z|| < 6,
entonces por la ecuacion (1) se cumple que

1@ - rn< P

o 0

Esto prueba que f es uniformemente continua en B. [

Para continuar, se resolveran algunos problemas que utilizaran todos los conceptos que se han
estudiado hasta ahora.

Ejemplo 2. Sea K c R". Se satisface que K es compacto si y solo si toda sucesion {Z} contenida
en K tiene una subsucesion {Zy, } que converge a un punto Zo € K.

Demostracion. Si K es compacto, entonces por el Teorema de Heine-Borel obtenemos que es un
conjunto cerrado y acotado. Entonces cualquier sucesion en K es acotada, asi que para existe una
subsucesion convergente (jrecuerda por qué?). Luego, ya que K es cerrado, la subsucesion converge
a un punto que pertenece a K (;qué resultado lo asegura?).

Para la implicacion reciproca procedemos por contradiccion. Supongamos que K no es compacto,
entonces, por el Teorema de Heine-Borel se sigue que K no es cerrado o no es acotado. Si K no es
cerrado, entonces, existe Ty € K\ K , asi que existe una sucesion {Tj} contenida en K que converge
a Tg, pero ello implica que cualquier subsucesiéon converge a xg ¢ K, lo cual contradice la hipoétesis.
Ahora, si K no es acotado, entonces construimos inductivamente una sucesion {7} contenida en K



como sigue: tomemos T; € K. Supongamos que hemos construido {Z1,...,Ty}. Construyamos Ty,.
Para ello, tomemos Ty.1 € Bx(T1) N Bj_1 /2 (71). Esto termina la construccion. Asi, por contruccion,
la sucesion {Zy} cumple que |Ty.1 — Tl > 1/2 para toda k € N. Ahora, por la hipotesis, existe una
subsucesion {Ty, } de {Zx} que converge en K. Esto implica que {Zy,} es una sucesion de Cauchy
(jrecuerda la razon?), de donde existe N € N tal que si m,r > N entonces |Ty, — Tk, | < 1/2, lo cual
contradice la construccion de {Zy}. ]

Recordamos el siguiente resultado.

Teorema 8 (Clase 24). Sean f: AcR" > R™ y K ¢ A. Si K es compacto y f es continua en K,
entonces f es uniformemente continua en K.

Ejemplo 3. Sean A c R" cerrado y acotado, y f : [a,b]x A ¢ R - R continua en [a,b]x A ¢ R™!,
Definimos h: A c R" - R como

b
h@) = [ 1) da.
Entonces h es uniformemente continua en A.

Demostracion. Ya que A es cerrado y acotado, por el Teorema de Heine-Borel obtenemos que A
es compacto. En primer lugar veremos que la funcién h es continua en A. Para ello, sea € A y
veamos que h es continua en y,. Notamos que si y € A entonces
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También, como [a,b] c Ry A c R" son conjuntos cerrados y acotados obtenemos que [a,b]x A c
R™! es cerrado y acotado. Luego, por el Teorema de Heine-Borel, se sigue que [a,b]x A es compacto.
Ahora, como f es continua en [a,b]x A, por el Teorema 8 (Clase 24) se sigue que f es uniformemente
continua en [a,b] x A.

Sea e > 0. Ya que f es uniformemente continua en [a,b]x A, existe dy > 0 tal que para cualesquiera
(z,7),(z,w) € [a,b] x A tales que |(z,7) — (z,w)| < dy se cumple que

F@ D) -1 GDI< 55— 3)

Proponemos ¢ = dg. Sea 7 € Bs(7y). Notemos que para toda z € [a, b] se cumple que
| (2,7) = (2, 50) ] = (0,5 =7o) <4,

asi que por la ecuacion (3) obtenemos que para toda x € [a,b] se satisface la desigualdad

1 (2,9) - f(2,7)] < W



Luego, al utilizar las desigualdades (2) y (4) obtenemos lo siguiente:

b
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Lo anterior demuestra que h es continua en 7, y, por lo tanto, que h es continua en A. Finalmente,
por el Teorema 8 (Clase 24) concluimos que h es uniformemente continua en A porque A es compacto.
Esto termina la prueba. [

Ejemplo 4 (Aplicacion del Ejemplo 3.). Consideremos a,be Rcona<by Ac R? cerrado y acotado
(puede pensar que A = S, o bien, que A = [0, 1] x[28,750], 0 bien en su conjunto cerrado y acotado
favorito). Definimos f : [a,b] x A - R dada por f(z,(y,2)) = zyz. Observamos que f es continua
en [a,b] x A. Consideremos la funcion h: A - R definida como en el Ejemplo 3, esto es,

b

h(y,z) =[bf(x,(y,z)) dx = f:z:yz dz.

a

Ya que al evaluar h en (y,z) estamos fijando el valor de y y el de z, entonces podemos considerar
que son constantes® y con ello obtener que

b
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h(y,z)zyz/x dx:(b 2(1 )yz.
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Notamos que f es uniformemente continua en [a,b] x A en virtud del Teorema 8 (Clase 24) y, al
aplicar el resultado del Ejemplo 3, obtenemos que h es uniformemente continua en A. Note que, de
hecho, se puede argumentar que h es uniformemente continua en A en virtud del Teorema 8 (Clase
24) (;puede decir por qué?).

Ejemplo 5. Sean f: A cR" - R™ uniformemente continua en A y {Tj} una sucesion de Cauchy
contenida en A. Pruebe que {f(Zx)} es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea € > 0. Como f es uniformemente continua en A, existe § > 0 tal que si T,y € A
cumple que |ZT -7| < 6, entonces || f(Z) - f(y)| < e. Ahora, ya que {ZTj} es una sucesion de Cauchy,
existe N € N tal que si I,m > N entonces |Z,, — 7| < . Esto implica que si m,l > N entonces
| f(ZTm) - f(71)| <e. Esto prueba lo deseado. ]

Demostraremos el siguiente resultado de extensién de funciones uniformemente continuas.

Teorema A. (Extension de funciones uniformemente continuas) Sea f: A ¢ R" - R uniforme-
mente continua en A. Entonces existe f : A ¢ R" - R™ uniformemente continua en A tal que

f(@) = f(T) para toda T € A.

Demostracion. Haremos esta prueba en etapas.

Afirmacién 1. Si 7y € A’, entonces existe lim f(7).
T—To

'Estudiara con mayor profundidad este hecho en el siguiente curso de Célculo.



Para probar la Afirmacién 1 usaremos la equivalencia entre la existencia del limite de una funcién
y la convergencia de sucesiones de imagenes. Sea {Tj} una sucesion en A \ {To} que converge a Tg.
Ya que una sucesiion es convergente si y solo si es de Cauchy, obtenemos que {Zj} es una sucesion
de Cauchy. Luego, como f es uniformemente continua en A y {Zj} es una sucesion de Cauchy en A,
por el Ejemplo 5 se sigue que {f(Zx)} es también una sucesion de Cauchy, y la equivalencia entre
ser sucesion de Cauchy y ser sucesion convergente implica que { f(Ty)} es una sucesion convergente.
Note que para concluir que el limite deseado existe, falta mostrar que todas las sucesiones
{f(Z)} convergen al mismo valor. Sean {Ty} y {7} sucesiones en A\{ZTp} que convergen a Ty. Por
lo dicho en el parrafo anterior sabemos que las sucesiones { f(Z)} v { f(¥)} convergen. Supongamos
que {f(Ty)} converge a py que {f(y,)} converge a g. Consideremos la sucesion {w;} definida como
sigue:
_ {f(lﬂ)/z si [ es impar,
wp =
Y2 si [ es par.

Observamos que {w;} converge a Ty por definicion. Por lo tanto, {f(w;)} converge a zZ. Como
{f(Zr)} es una subsucesion de {f(w;)}, se obtiene que p = z; andlogamente, como {f(7;)} es
subsucesion de {f(w;)} se sigue que g = Z. Por lo tanto p = g, de donde se obtiene el resultado
deseado. Esto prueba la Afirmacion 1.

Definimos f: A c R™ - R™ por

_ T SiTeA,
f(f)={f( : (5)

lim f(z) sizeA.

Vemos que si T € An A’, entonces f(Z) esta bien definido porque f es continua. Observe que
también, por definicién, f es continua.

Afirmacion 2. La funcién f es uniformemente continua en A.
Haremos la prueba por definicién. Sea £ > 0. Como f es uniformemente continua en A, existe
dp > 0 tal que si Z,7 € A cumplen que |Z — 7| < do, entonces

7@ - F@)] <. (6)

Notamos que si Z € A, como f es continua, existe d1 > 0 tal que si w € A cumple que |[w-Z| < d1,
entonces

7@ -7 <3 (7)

Proponemos § = min{dy/3, §1}. Sean Z,7 € A tales que |Z-7%| < 6. Sean p € Bs(T)n A y
G € Bs(y) n A. Note que ambas intersecciones son no vacias: si T era un punto aislado de A, sigue
siendo un punto aislado de A (y en este caso podemos tomar p = Z); si € A’, entonces por
definicién de punto de acumulacion la interseccién es no vacia; analogamente para y. Entonces, por
(7) obtenemos que

I7@) - 7@ <% ®)
y también que
7@ - 7@ < ;. (9)

Ademas, observamos que

Ip-al <lp-z|+|z-1|



<lp-zl+lz-yl+ly-1l

<3(5£36—0:50,
3

de donde por (6) obtenemos que
7@ -T@I=1/0) - F@] < ;. (10)
A partir de la desigualdades (8), (9) y (10) se sigue que
i@ -i@l<li@-f@i+fm-iol
<JF@-T@|+ 7@ - T@| + 7@ - 7@

<3§:5.
3

Esto termina la prueba. [
Terminamos esta sesion (y el capitulo) con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6. Sea A c R" no vacio. Definimos f4 : R" - R como
fa(@) =d(z,A) = nf{|z -7 [y € A}.
Se satisface que:
(1). fa(z)=0siysolosizeA.
(ii). fa es uniformemente continua en R".

(iii). Considere B c R™ no vacio. Si A y B estan separados, entonces existen U,V c R" abiertos
tales que AcU, BcVyUnV=g@.

Demostracion. (i) Para probar la primera implicacion supongamos que f4(Z) = 0. Entonces d(T, A) =
0. Sea € > 0. Entonces ¢ no es cota inferior de {|[y-Z| | ¥ € A}, por lo cual existe 7, € A tal que
7o —Z| < ¢, es decir, 7, € B.(Z) n A. Esto implica que T € A (;por qué?).

Para la segunda implicacion supongamos que T € A. Sea € > 0. Entonces existe 3 € B.(Z) n A,
es decir, |y —T| < e. Por lo anterior, d(Z, A) < & para toda € > 0, de donde se sigue que d(z,A) =0
(porque d(Z, A) > 0). Esto prueba que f4(Z) = 0.

(ii) Para demostrar la continuidad uniforme demostraremos que para cualesquiera 7,7 € R" se

cumple que

[fa(@) - fa@)l < |z - (11)

Notamos que, por la desigualdad del tridngulo, para toda z € A se cumple que
7=zl +1z-79] < [z-Z|. (12)
Al tomar infimos sobre A en (12), obtenemos que
mf{[y -z - [z -y| | z € A} <inf{[z-7[ [ z € A} = d(z, A). (13)
Como ||Z - 7| es constante se cumple que

nf{[y-z| -7yl | zc A} = nf{y-=| | 7 A} - [z - 7]



= (7, 4) - [7- 71, (1)
Luego, al sustituir (14) en (13) obtenemos que
d(y, A) - |z -yl < d(z, A),
de donde se sigue que
fa(y) =d(y,A) <d(z, A) + |7 -7| = fa(@) + [T - 7.
Por lo tanto

fa@) - (@) <[z -7 (15)

De manera anéloga obtenemos que

fa(@) - f(y) < [z -],

es decir
-z -7l < fa@) - f(@). (16)

A partir de (15) y (16) se sigue la ecuacion (11). Por lo tanto, dada e > 0 basta pedir § = ¢ para
obtener la conclusién deseada.

(iii) Sean A,B c R"™ como en el enunciado del problema. Entonces AnB =@y AnB = @.
Consideremos la funcion f : R® - R definida por f(Z) = fa(%) — f(Z). Tenemos que si T € A
entonces f(T) = —fp(T) porque fa(x) = 0. También, si § € B entonces f(y) = fa(y) porque
f5(®W) = 0. Por lo dicho antes, si T € A, entonces T ¢ B, lo cual implica que f(T) < 0 para toda T € A.
Anélogamente, si 7 € B, entonces 7 ¢ A, de donde se sigue que f(7) > 0 para toda 7 € B (note que
estamos usando el inciso (i)). Como fa y fp son funciones continuas (porque son uniformemente
continuas), obtenemos que f es una funcién continua. Por lo tanto, V = f71((0,00)) c R" y U =
f1((~0,0)) c R" son conjuntos abiertos y cumplen que AcU, BcVyUnV =g. (]



