Ultima actualizacién: 31 de marzo de 2022

Clase 15

En las sesiones pasadas vimos:

Definicién 1 Sean ACR", ce R y f: A — R una funcién. Definimos el conjunto de nivel
c de f, denotado por N¢(f), como

Ne(f) ={T € A| f(T) = c}.

Definicién 2 Sean ACR", D CR™ y f: A — R™. Definimos la imagen inversa de D bajo
f. que denotaremos por f~1(D), como

fHD)={zcA| f(z) e D}.
Note que sim =1y D = {c} entonces N.(f) = f~1({c}).

Definicién 3 Sean B C A CR" y f: A — R™ wuna funcion. Definimos la imagen (directa)
bajo f de B, denotada por f(B), como

/(B) = {f(z) € B™ | T < B)
={y € R™ | existe T € B con f(T) =7y}

En esta sesion estudiaremos la relacion que existe entre las imagenes directa e inversa y las
operaciones entre conjuntos.

Propiedades de la imagen y de la imagen inversa

Proposicién 4 Sean A CR", B,C C A, {An} er una familia de subconjuntos de A, D, E C R™,
{Da} per una familia de subconjuntos de R™ y f : A — R™ una funcion. Se cumplen las siguientes
afirmaciones:

(1) Si D C E, entonces f1(D) C f~1(E).

(2) fil (U Da) = U fﬁl(Da)'

acl’ ael

(3) f_l <ﬂ Da) = m f_l(Da)'

ael’ ael
(4) f[THR™\D) = (R"\ fTH(D)) N A=A\ f7H(D).
(5) Si B C C, entonces f(B) C f(C).

(6) f (U Aa) = U f(4a).

ael acl



(7) f (ﬂ Aa> - ﬂ f(Aq) y si f es inyectiva f (ﬂ Aa> = ﬂ f(A).

acl’ ael’ ael acl’
(8) fF(A)\F(B)C f(A\B) ysif esinyectiva f(A)\ f(B) = f(A\ B).
(9) BC £~ (f(B)) y si f es inyectiva B = f~ (f(B)).
(10) f(f YD) C Dy f(f (D)) =D siysdlosi DC f(A).
(11) f~H(D) = (DN f(A)).
Demostracién. Mostraremos solo algunos incisos y el resto quedan como ejercicio.

(1) Sea T € f~1(D). Se tiene que f(Z) € D y como D C E, entonces f(Z) € E. Asi, T € f~1(E).

(3) Note que T € f* (ﬂ Da> siy sélosi f(z) € ﬂ Dy, lo cual ocurre si y sélo si f(T) € Dg,

aecl’ aecl

para todo a € I'. Asi, T € f1 <ﬂ Da> siysélosiZ e fY(D,), para todo o € T, pero esto
acl’
ocurre si y sblo si T € ﬂ fHDy,).
acl’

(6) C] Seay € f <U Aa> . Entonces, existe T € U A, de tal manera que ¥ = f(Z). Como
acl’ ael
T E U A, existe ag € T' tal que T € A,,, de donde 7 € f(Aq,). Luego, 7 € U f(Ay).
acl ael

D] Como Ag C U A,, para todo B € I, del inciso (5), se sigue que f(Ag) C f U Aa> ,
ael ael

para todo 8 € I'. Se sigue que U f(Ag) C f (U Aa> .

pel’ a€el

(9) Seab € B. Es claro que f(b) € f(B). De aqui que b € f~* (f(B)). Porlo tanto B C f~*(f(B)).
Supongamos ahora que f es inyectivay seaZ € f~ 1 (f(B)). Asf,sij = f(Z), entonces 7 € f(B).
Como y € f(B), existe b € B tal que f(b) = %. Asi, f(Z) = f(b), pero por ser f inyectiva, se
tiene que T = b y de aqui que T € B.

Para mostrar que la hipétesis de inyectividad es necesaria consideremos, por ejemplo, la funcién
f:R — R dada por f(z) = 2% y B = [0,2]. Se tiene que f(B) = [0,4], luego, £~ ([0,4]) =
[—2,2]. Asf, f1 (f(B)) € B.

(11) D] Como DN f(A) C D, del inciso (1), se sigue que f~' (DN f(A)) C f~YD).
C]Sea € f~1(D). Como f~1(D) C A, se tiene que f(Z) € DNf(A). Asi,Z € f~1 (DN f(A)).



