Ultima actualizacion: 6 de abril de 2022

Clase 19

La clase anterior comenzamos el estudio de limites de funciones de R™ en R"*:

Definicién 1 Sea A CR", 7g € A, Il € R™ y f : A — R"™ una funcion. Diremos que f tiene
limite en Ty y que su limite es | si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo T € A que cumple
que 0 < ||T — Zg|| < 9 se tiene que ||f(ZT) — || < e. En este caso escribiremos

lim f(z) = L.

T—T0
Proposicién 2 Sean A C R", g € A, 1l € R™ y f : A — R™ una funcion. Se tiene que

lim f(Z) =1 si y sélo si para cualquier sucesion {Ty} contenida en A\ {Zo} que converge a To se
T—TQ

tiene que la sucesion de imdgenes {f(Ty)} converge a l.

JRecuerda que una sucesion en R™ converge si y sdlo si cada sucesion coordenada converge?
Pues en esta sesiéon enunciaremos el resultado correspondiente a limite de funciones, lo cual nos
permitird omitir la demostracion del teorema que lleva el mismo titulo que esta sesién, pues la
demostracién de dicho teorema recae totalmente en la version de funciones de R en R.

Aritmética de limites de funciones

Proposicién 3 Sean A CR", Ty € A/lZ: (I, lay .o ylm) €R™ y f=(f1,f2,-y fm) : A — R™
una funcion. Se tiene que lim f(Z) =1 si y sélo si lim f;(T) = l;, para cada i € {1,2,...,m}.
T—To T—XT0

Demostracion. Tarea. m

Note que, dedido a esta proposicion, el estudio de limites de funciones de R™ en R™ se puede
“restringir” al estudio de limites de funciones de R" en R.

Ejemplo 4 Sean (a,b) € R? y f : R? — R? la funcién dada por
fl,y) = (& +y,x—y).
Muestre que
(m,yl)i—>nl(a,b) f(z,y) = (a+b,a—0).

Solucién. Note que f = (f1, f2) donde fi(z,y) =x+yy fo(x,y) = z —y. Luego,

[fi(z,y) = (a+b)] = [(z +y) = (a+b)| < |z —a| + [y —b] < 2[|(z,y) — (a,b)]|

fo(z,y) = (a=b)[ = |(z —y) = (a = b)| <[z —a| + |b - y[ < 2[|(z,y) — (a,D)]|



para cualquier (z,7) € R% Asi, para ¢ > 0 dado, sea § = g. Luego, si (z,y) € A es tal que
0 < ||(z,y) — (a,b)|| <9, entonces

[fi(z,y) — (a+b)| < 2[|(2,9) — (a,b)[| <€

|fa(z,y) — (a=b)[ < 2[|(z,y) — (a,b)[| <e.
De donde

lim r,y)=a+b lim x,y) =a—b.
i fi(z,y) A L fa(,y)

Se sigue, de la Proposicién 3, que  lim  f(z,y) =(a+b,a—0b). m
(,y)—(a,b)

Como ya hemos comentado antes, no proporcionaremos la demostracién completa (de hecho,
solo demostraremos un detalle) del siguiente teorema, pues es consecuencia de la Proposicién 3
y del teorema correspondiente de Calculo I. Por supuesto que esperamos que ustedes escriban su
demostracién.

Teorema 5 (Aritmética de limites de funciones) Sean A CR", 7o € A, a € R, ,p € R™ y
f,9,h: A — R™ tres funciones. Si

lim f(z) =1 Y lim ¢(z) =P,

T—T0 T—T0

entonces:

(1) lm (f+g) (@) =1+Dp.

(2) lim (af) (@) = al.
(3) lim (f-9) (@) =1

(4) lim (f x g) (@) =1 x P, si m = 3.

T—T0

5)sim=1(p=peRyl=1€R),B={xc A|g@) #0}yp+#0, se tiene que Ty € B' y

ademas l
lim <f> () = —.
T—T0 g p

(6) [Sandwhich]sim=1(p=p€eRy l=1€R),l=pyexister > 0 tal que f(Z) < h(T) < g(7)
para todo T € B,(Zo) N A, entonces
lim h(z) =1.
T—T0

Demostracion.

(5) Veamos que, en efecto, Ty € B’. Para ello, utilizaremos el inciso (3) del Lema 3 visto en la
Ayudantia 14.
Como Ty € A, existe una sucesién {Zy} contenida en A\ {Zop} tal que {Tp} — Zp. Luego,
{9(Tk)} es una sucesion en R y ademads, por la Proposicién 2, {g(Zr)} — p # 0.



Ip|

Asi, para el niimero positivo o existe NV € N tal que

p|

) —p| < 2L
l9(Tx) — p| 5

para toda k > N. De aqui que

Ip|

0< ? < |g(f/€)|7

para toda k € N, asi que g(Ty) # 0, para toda k > N.

De esta manera, la subsucesion {Z;y y} de {Zx} cumple que {Z;; v} — T¢ y estd contenida en
B. Por lo tanto, Tg € B'.

l
Para mostrar que lim <f> (Z) = — se procede igual que en Célculo I.
T—To \ g P

Igual que en Célculo I, podemos preguntarnos si la composicién es una operacién que debe estar
incluida en el teorema anterior, es decir:
STACR", DCR™, 79 A, lcD ,pcR’ g: A— R™y f: D — R® son dos funciones tales
que lim f(Z) =1, limg(y) =py To € (gfl(D))l, jentonces lim (f o g) () = p? La respuesta la
T—T0 g%l T—TQ

proporciona el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6 Considere las funciones g : R — R y f : R — R dadas por g(z,y)=x vy

0 si t#0

ft) =
1 si t=0.

Muestre que  lim  (f o g) (x,y) no eziste.
(z,9)—(0,0)

Solucién. Primero note que (0,0) € (RQ)/, 0 € R'. Ahora, |g(z,y)| = |z| < ||(z,9)]|, por lo que es
facil ver que
lim g(z,y) =0.
(2,9)—(0,0) (@.9)

Por otro lado, es claro que %1’11(1) f(t) = 0. También tenemos que ¢~ (R) = R?, por lo que (0,0) €
_>

(9 (®))".

Ahora, consideremos las sucesiones {Zr} = {(0,1/k)} v {y,} = {(1/k,0)}. Note que {Zx} y
{7} estan contenidas en R?\ {(0,0)}, {Zx} — (0,0) y {7} — (0,0). Luego, (fog) () =1y
(f o g) () =0, para todo k € N, de donde {(f o g) (zx)} — 1y {(fog) (W)} — 0.

Concluimos, de la Proposicién 2, que  lim  (f og) (z,y) no existe. m
(2,y)—(0,0)



