Ultima actualizacion: 22 de abril de 2022
Clase 21

La sesion pasada vimos, entre otras cosas, lo siguiente:

Definiciéon 1 Sean A CR", 7gp € Ay f : A — R™. Diremos que f es continua en To si para
cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo T € A que satisface que |T — Tp|| < €, entonces

1f(@) = f(@o)| <e.

Que en términos de bolas, se enuncia asi: f es continua en T( si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal
que f (Bs(To) N A) € B (f(To)) -

Proposiciéon 2 Sean ACR", zp € Ay f: A — R™. Se tiene que:
(1) Si Ty es un punto aislado de A, entonces f es continua en T

(2) Si Ty es un punto de acumulacion de A, se cumple que f es continua en Tog si y solo si
dim f(z) = f(Zo).
T—x0

(8) La funcion f es continua en Ty si y sélo si para cualquier sucesion {Ty} contenida en A que
converge a T se tiene que {f(Tx)} converge a f(Zo).

Proposiciéon 3 Sean ACR", Zo € Ay f = (f1,.--, fm): A — R™ una funcion. Se tiene que, f
es continua en Ty si y solo si f; es continua en Ty, para cada i € {1,...,m}.

Proposicién 4 Sean ACR", DCR™, To€ A, §y=9@To) €D yg: A— R™ y f: D — RF
dos funciones. Si g es conlinua en To y [ continua en Yy, entonces f o g es continua en Ty.

En esta ocasi’on estudiaremos la relacion que hay entre funciones continuas en un punto ade-
cuado y funciones para las cuales existe el limite en un punto adecuado.

Funciones continuas jentran y salen de los limites?

Proposicién 5 Sean A C R", Tg € A, D C R™, | EDyg:A—R"yf:D— R dos
funciones tales que Ty € (g_l(D))l CA. Silim g(T) =1y f es continua en l, entonces f o g tiene
T—xQ

limite en Tog. Mds dun,

Jiy (709) (@) = f ( Jim o).

Demostracion. Sea € > 0. Como f es continua en 1, existe 6’ > 0 tal que para cualquier 7 € D
que cumpla que ||y — I|| < & se tiene que

1f@) = DI < e (1)
Por otro lado, como lim ¢(Z) = [, para el niimero positivo &', existe § > 0 de tal manera que para

T—T0
cualquier T € A que cumpla que 0 < || — Zy|| < J se tiene que

lg@) =1 <" (2)



Ahora, si T € Dom(fog) ={T € A| g(T) € D} cumple que 0 < ||T —To|| < J, por (2), se tiene que
lg@) =1l < 4.
Luego, por (1), se sigue que

1 (9@) — £ () ]| < <.

Por lo tanto, f o g tiene limite en Ty, de hecho,

lim (fog) (@) =f(),

T—T0
es decir,

i (70.) (@) = 1 ( Jim o(@) ).

T—T0 T—T0

,L‘2
Ejemplo 6 Considere la funcion h(x,y) = e**+v>. Encuentre, si existe,

I2y

lim es?+y2.
(z,)—(0,0)

2
Solucién. Sean f y g las funciones dadas por f(t) = €' y g(x,y) = % Note que h = fog.
T Yy

Ahora, como f es continua en todo R, para ver que el limite requerido existe, por la Proposicion 5,
bastarfa ver que g tiene limite en (0,0). Para ello, observe que

vy | Pl @l
2+ @yl T )l R
para todo (z,y) # (0,0). De aqui que ( %m% )g(m,y) = 0. Concluimos, de la Proposcién 5, que
z,y)—(0,0
2 . :):2
, i , , fm ;) (0,0) 27%) 0
lim e«*+? = lim fog)(x,y)= ( lim x, > = e( e ) = = 1.
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) (fog)(@y) =1 (z,y)—(0,0) 9(,)

.Y qué ocurre si g es la funcidn continua y para f solo existe el limite?

Proposicién 7 Sean A CR", Zp € A, DCR™, [ eRF yg: A —R™ y f: D — R dos
funciones tales que y, = g(To) € D'. Si g es continua en Ty, lim f(y) =1 y existe v > 0 tal que
Y—Yo

g(T) # o para todo T € B,(Ty), entonces f o g tiene limite en Ty. Mds dun,

lim (fog) (@) =1

T—T0
Demostracién. Sea ¢ > 0. Como lim f(7) = [, existe 6’ > 0 tal que para cualquier 7 € D que
Y—Yo
cumpla que 0 < ||7 — 7| < & se tiene que

IF @) =1l <e. 3)



Por otro lado, como ¢ es continua en T, para el ntimero positivo ¢, existe §” > 0 de tal manera
que para cualquier T € A que cumpla que ||[T — Tp|| < §” se tiene que

lg(@) — g(@o)|l < " (4)

Sea § = min{d”,r}, note que § > 0. Asf, si T € Dom(fog) = {T € A| g(Z) € D} cumple que
0 < ||Z —Tol|| < 4, se tiene, por hipétesis, que g(T) # ¥, v, por (4), que ||g(Z) — g(To)|| < &’. De aqui
que

0 < lg(@) = Foll < 4" (5)

Finalmente, de (3), concluimos que

If (9(@)) =1l <e.

Asi,
lim (fog) (@) =1
T—T0
|
£U2
Ejemplo 8 Considera | 19 YY) = ———. Indi | exist It ).
jemp onsidera la funcion f(x,y) R ndique si existe (m,y)lgto,o) f(z,y)

Solucién. Consideremos las funciones g; y ¢go dadas por

gl(t) = (tvmt) y 92(t) = (t’tz)‘

Note que ¢1(0) = (0,0), g2(0) = (0,0) y que g1 y g2 son continuas en 0, ademés, son inyectivas en
todo R.
Ahora, supongamos que  lim  f(x,y) existe, digamos que es [ € R. Entonces, por la Propo-

(z,y)—(0,0)
sicién 7, se tiene que
= 1fm (fogi)(t) = lfm —""_ — g
= e} = R ——— .
50 g1 150 2 + m?

Asi que [ = 0. Pero, por otro lado, también por la Proposicién 7, se tiene que
=1 t)=lim- = —.
lim (£ 0 g2) (6) = lfm = = -

Por lo que, I = 1/2, lo cual es una contradiccién al hecho de que el limite de una funcién es tnico.

Concluimos entonces que  lim  f(x,y) no existe. m
(z,9)—(0,0)



Figura 1: La manera de proceder en el Ejemplo 8 suele denominarse aproximacion por trayectorias.



