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Clase 22

Para esta clase es conveniente recordar la definicién de continuidad en un punto usando bolas:

Definiciéon 1 Sean ACR", Tg € Ay f: A — R™. Diremos que f es continua en Tg st para todo
e >0 existe 0 > 0 tal que f (Bs(To) N A) C B: (f(To)) -

Como seguramente recordaran, de sus cursos de Calculo I, hay tres teoremas sobre continuidad
que son llamados Teoremas Fuertes de Continuidad, pues en esta ocasién comenzaremos el estudio
de las versiones correspondientes de estos teoremas para funciones de R™ en R™.

Teoremas Fuertes de Continuidad
(primera parte)

Definicién 2 Sean A CR", BC Ay f: A— R"™ una funcién. Diremos que [ es continua en
B si f es continua en T para cada T € B.

Proposicién 3 Sean A C R" y f : A — R™ wuna funcidn. Se tiene que, [ es continua en A
sty sdlo si para cualquier conjunto abierto V. C R™ existe un conjunto abierto U C R™ tal que

ffvy=Anu.

Demostracién. =] Sea V. C R™ un conjunto abierto. Note que si f~ (V) = @, entonces f~ (V) =
@ N A, por lo que en este caso se cumple la afirmacion.

Supongamos ahora que f~1(V) # @. Note que, para cada T € f~1(V), se tiene que f(Z) € V,
por lo que existe ez > 0 de tal manera que B._ (f(Z)) C V. Luego, usando que f es continua en T
(vea la Definicién 1), existe dz > 0 tal que

f(Bs;(t) N A) € B (f()),

de donde
Bs ()NAC [ (B, (f(T))).

Por lo tanto,

U Ba@|na= |J Bs@n4

zef~H(V) zEf~H(V)



Pero, note también que f~1(V) C U Bs_(z) | NA. Por lo que,

rw=( U e |na
Tef-1

Asi, si definimos U = U B5 (Z), se tiene que U es un conjunto abierto, pues es unién de
xef
conjuntos abiertos, y f~1(V ) = U N A.
<] SeazT € Aye > 0. Como B (f(z)) CR™ es un conjunto abierto, existe U C R™ abierto tal
que £~ (B. (f(Z))) = UN A. Ahora, como T € f~! (B. (f(Z))) y U es abierto, existe § > 0 tal que
Bs(x) C U, asi que

Bs(@)NACUNA= f (B: (f(@)))
y de aqui que
F(Bs(@NA) Cf(fH(B:(f(@)))) € B: (f(2)).

Entonces, f es continua en Z. Finalmente, como lo anterior ocurre para cualquier T € A, concluimos
que f es continua en A. m

Teorema 4 Sean A CR", BC Ay f: A— R"™ una funcion continua en A. Si B es conezxo,
entonces f(B) es conexo.

Demostracién. Supongamos que no es asi, es decir, que f(B) es disconexo. Entonces, por la
Proposicién 5 de la Clase 12, existen conjuntos abiertos U,V C R™ tales que

(1) f(B)CUUYV,
(2) f(B)NU# 2+ f(B)NV y
(3) fFB)NUNV = 2.
Ahora, por la Proposicién 3, existen conjuntos abiertos U,V C R" tales que
Oy =unA y  fTH(V)=VnA (*)
Del inciso (1) y de las igualdades de (*) se tiene que
BC [ (f(B)
gj“l(Uer)
=[O NNV
=(UUV)NA,

de donde

BCUUV. (i)



Luego, por el inciso (2), sabemos que f(B)N U # @, por lo que existe Z € B tal que f(Z) € U.
Se sigue que T € f~1(U) = U N A, donde la tltima igualdad se debe a (*). Pero, T € B, por lo que
Tz € UNB y de aqui que

UNB+# @. (ii)
De manera andloga se demuestra que
VNB#o. (iii)
Ahora, por (3) y dado que BC Ay B C f~1(f(B)), se tiene que
BNnUNV=BNnUNAN{VNA)
=BNfHO)NFHY)
C U@ NFHO) NIV
= f! (f(B) NN f/)
=/"(9)
=0,
es decir,
BNUNV =@. (iv)

Asi, de (i), (ii), (iii), (iv) y de la Proposicién 5 de la Clase 12, se tiene que B es un conjunto
disconexo. m

Corolario 5 Sean ACR", BC Ay f:A— R una funcion continua en A. Si B es conexo y
T1,T2 € B son tales que f(Z1) < f(T2), entonces para todo ¢ € (f(T1), f(T2)) existe T, € B tal que

f(@.) =c

Demostracién. Por el Teorema 4, sabemos que f(B) C R es un conjunto conexo. Ahora, como
f(@1), f(T2) € f(B) y ce (f(z1), f(T2)), por el Ejercicio (6) de la Tarea 02, se tiene que ¢ € f(B).
Asi, existe T. € B tal que f(T.) =c. =

Corolario 6 (Teorema del Valor Intermedio) Sean f : [a,b] — R una funcidn y d,e € [a, b],
con d <e. Sif es continua en |a,b], entonces f toma cualquier valor entre f(d) y f(e).



