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La sesion anterior, vimos, entre otras cosas, lo siguiente:

Proposicién 1 Sean A C R" y f : A — R™ wuna funcion. Se tiene que, f es continua en A
sty solo si para cualquier conjunto abierto V- C R™ existe un conjunto abierto U C R™ tal que

fFYvV)y=4AnU.

Teorema 2 Sean A CR", BC Ay f: A— R"™ una funcion continua en A. Si B es conezxo,
entonces f(B) es conexo.

Corolario 3 Sean ACR", BC Ay f:A— R una funcion continua en A. Si B es conexo y
T1,T2 € B son tales que f(T1) < f(T2), entonces para todo ¢ € (f(T1), f(T2)) existe T. € B tal que

f(@.) =c

Corolario 4 (Teorema del Valor Intermedio) Sean f : [a,b] — R una funcion y d,e € |a, b],
cond <e. Sif es continua en |a,b], entonces f toma cualquier valor entre f(d) y f(e).

En esta ocasién continuaremos estudiando las versiones para funciones de R en R™, de los
Teoremas Fuertes de Continuidad que estudiamos en nuestros cursos de Célculo 1.

Teoremas Fuertes de Continuidad
(segunda parte)

1
Ejemplo 5 Demuestre que el conjunto B = { (z,y) € R? ) —>1 } es un conjunto abierto.
xy

Solucién. Sean A = R%\ {(z,y) € R? | zy = 0} y f : A — R dada por la siguiente regla de

correspondencia f(z,y) = —. Note que f es continua en su dominio y que B = f~1((1,00)).
Ly

Asi, por la Proposicién 1, tenemos que existe un conjunto abierto U C R? tal que U N A = B.
Finalmente, note que A es abierto y como la interseccién finita de abiertos es un conjunto abierto,
resulta que B es abierto. m

Ejemplo 6 Sean To € R™ y A C R"™. Demuestre que si A es conexo, entonces el conjunto
A+Zy={T+70|T €A}
€s Conexo.

Solucién. Sea f : R" — R" la funcién dada por f(T) = T + Ty. Note que f es continua en todo
R™. Asi, por el Teorema 2, tenemos que f(A) es conexo, pero f(A) = A+Tp. =

Pueden recordar el ejemplo anterior con la siguiente frase: Trasladar preserva conexidad.

Después de estos ejemplos, que muestran una forma de utilizar la Proposicién 1 y el Teorema
2, continuamos con los demdas Teoremas Fuertes de Continuidad.



Teorema 7 Sean ACR", BC Ay f:A— R™ una funcion continua en A. Si B es un conjunto
cerrado y acotado, entoncces f(B) es acotado.

Demostracién. Si f(B) es no es acotado, entonces para cada k € N existe T € B tal que
|| f(Zg)|| > k. Note que de esta manera obtenemos una sucesién {7y} en B.

Ahora, por ser B acotado, la sucesién {Zy} es acotada. Se sigue que, existe una subsucesién
{Zk,} de {Tk} que es convergente, digamos a Ty, es decir, {Zy,} —> To. Luego, como B es cerrado,
se tiene que Ty € B.

Consideremos ahora la sucesién { f(Z,)}. Como f es continua en Ty, se tiene que { f(Zy,)} —
f(ZTo), de donde {f(Tk,)} es acotada, lo que contradice que || f(Z,)|| > k; para todo [ € N. Asi f(B)
es acotado. m

Una consecuencia de este teorema es el siguiente Teorema fuerte de continuidad visto en nuestros
cursos de Célculo 1.

Corolario 8 Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b]. Entonces f es acotada en [a,b].
A continuacidn, el dltimo Teorema Fuerte de Continuidad de funciones de R"™ en R™.

Teorema 9 Sean ACR" BC Ay f:A— R"™ una funcion continua en A. Si B es un conjunto
cerrado y acotado, entonces f(B) es cerrado y acotado.

Demostracién. Por el Teorema 7, tenemos que f(B) es acotado, asi que solo resta demostrar que
es cerrado. Para ello, mostraremos que f(B)" C f(B).

Si f(B) = @, claramente se da la contencién, asi que supongamos que f(B) # @ y sea
Yo € f(B)'. Se tiene que, existe una sucesién {y,} en f(B)\ {Fy} que converge a 7,. Ahora, como
{71} es una sucesién en f(B), existe una sucesién {Ty} en B tal que f(Zy) = y;, para toda k € N.

Note que {7}, } es acotada, pues B es acotado, asi que existe una subsucesion {Zy, } de {Z1} que
es convergente, digamos a Ty. Luego, dado que B es cerrado, se tiene que Ty € B.

Finalmente, como f es continua en T, se tiene que {f(Tx,)} — f(To), pero f(T,) = Y, para
todo I € Ny {7} — 7y, asi que 5, = f(T) € f(B). m

Corolario 10 Sean ACR", BC Ay f: A— R una funcion continua en A. Si B es un conjunto
no vacio, cerrado y acotado, entonces existen T1,To € B tales que f(T1) < f(T) < f(T2), para cada
T € B. Es decir, f alcanza su valor mdzimo y su valor minimo sobre B.

Demostracién. Por el teorema anterior, tenemos que f(B) C R es un conjunto cerrado y acotado.
Note también que f(B) es no vacio, por lo que existe sup f(B) e inf f(B). Ahora, tanto sup f(B)
como inf f(B) son puntos de acumulacién de f(B) (;por qué?) y como f(B) es cerrado, se tiene que
sup f(B),inf f(B) € f(B). Luego, existen Z1, T2 € B tales que f(z1) = inf f(B)y f(T2) = sup f(B)
y de aqui se sigue el resultado. =

Note que el siguiente corolario es el tltimo Teorema Fuerte de Continuidad, estudiado en Célculo
I, que nos faltaba.

Corolario 11 Sea f : [a,b] — R una funcidn continua en [a,b]. Entonces existen x,z € [a,b]
tales que f(x) < f(y) < f(2) para todo y € [a,b].



En los Teoremas Fuertes de Continuidad hemos demostrado que las funciones continuas “man-
dan conjuntos conexos en conexos y conjuntos cerrados y acotados en cerrados y acotados”. No es
extrano preguntarse si las funciones continuas “mandan conjuntos abiertos en abiertos y cerrados
en cerrados”. En general esto no ocurre.

Observacion 12 La imagen, bajo una funcion continua, de un conjunto abierto no necesariamente
es un congunto abierto: Sea ¢ € R. Definimos f : R — R como sigue, f(T) = ¢ para todo T € R".
Note que R™ es un conjunto abierto, {c} C R es un conjunto cerrado y que f(R"™) = {c}.

Observacion 13 La imagen, bajo una funcion continua, de un conjunto cerrado no necesariamente
es un conjunto cerrado: Consideremos f : R> — R dada por la siguiente regla de correspondencia,

1
flx,y) = x, para cada (x,y) € R", y A = {(ax ) ‘ x>0 } C R2. Note que A es un conjunto
x

cerrado y que f(A) = (0,00) es un conjunto abierto.



