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Clase 24

Antes de comenzar es conveniente recordar la definicién de continuidad en un punto:

Definicién 1 Sean A CR", Zp € Ay f : A — R™. Diremos que [ es continua en Ty si para
cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo T € A que satisface que |T — Tp|| < e, entonces

1f(@) = f(@o)ll <e.

Con bolas: Sean A CR", g € Ay f: A — R™. Diremos que f es continua en Ty si para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que f (Bs(Zo) NA) C B: (f(Zo)) -

En esta sesién estudiaremos dos conceptos, uno ya conocido desde nuestros cursos de Calculo 1
y Caélculo II, la continuidad uniforme, y el otro totalmente nuevo, la compacidad.

Continuidad Uniforme y Compacidad

Definicién 2 Sean ACR", BC Ay f:A— R™. Diremos que f es uniformemente continua en
B si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para cualesquiera T,y € B que satisfacen que ||T —7|| < 0

se tiene que ||f(T) — f(y)]| < e.

Si escribimos la definicién anterior usando bolas abiertas tenemos que: f es uniformemente
continua en B si para cada € > 0 existe § > 0 tal que f(Bs(z) N B) C B:(f(¥)) para todo T € B.

Observaciéon 3 Sean A CR", BC Ay f: A— R™. Si f es uniformemente continua en B,
entonces f es continua en B.

De manera similar que la continuidad puntual, la continuidad uniforme de una funcién se puede
caracterizar a traves de la continuidad uniforme de cada una de sus funciones coordenadas. La
demostracién de este hecho es un ejercicio para ustedes.

Proposicién 4 Sean A C R", B C Ay f = (f1,f2y-s fm) : A —> R™. Se tiene que, f es
uniformemente continua en B si y solo si f; es uniformemente continua en B para cada i €
{1,2,...,m}.

Ejemplo 5 Demuestre que la funcién f: R" — R, dada por la regla de correspondencia f(T) =
IZ||, es uniformemente continua en R™.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Note que |f(z) — f(¥)] = ||zl — ]| < [|Z — ¥l para cualesquiera
Z,y € R". Asi, si 7,7 € R" cumplen que ||Z — || < €, entonces |f(Z) — f(¥)] <e. m

Hemos visto ya que la continuidad uniforme de f en B implica la continua de f en B y es
natural preguntarse si vale el regreso, es decir, si f es continua en B entonces ; f es uniformemente
continua en B?

Ejemplo 6 Sean A =R"\ {0} y f: A — R dada por f(T) = . Demuestre que, si B C A es

1
]

_ , , .
tal que 0 € B’, entonces f mo es uniformemente continua en B.



Demostracion. Debemos demostrar que existe un ntimero € > 0 tal que para cualquier § > 0
existen 7,y € B que satisfacen ||Z —7|| < 6, pero |f(ZT) — f(7)| > €.

Sean e = 1y & > 0 arbitrario. Como 0 € B’, existe T; € Bs (0) N B. Es decir, existe 71 € B que
cumple que ’

_ I 0
0 <[[za]l = llz1 = Off < 5.

Ahora, como 0 < ||Z1]|, se sigue que

[z _
0 < — < ||®1]]-
T+ 7] [Z1 ]
Luego, usando, una vez més, que 0 € B, tenemos que existe Ty € B =1 (0) N B, es decir, existe
I+ |l
Ty € B que cumple que
_ - = [z
0 < ol = ||T2 — O < P ET————
ol = 12 0l < )
s . 1 L+ ||z > _ _ )
De esto ultimo se tiene que il > A y también que ||T2|| < [|Z1]. Asi, tenemos que
T2 X1

Z1,T9 € B, cumplen que
171 — To|| < [Jzofl + [[z2]l < 2[[71f) <6

pero

1 1 1 L 7Y S S

[l Izl Izl Izl ™zl =l

|f(Z1) — f(@2)] =

Que es lo que deseabamos demostrar. m

Este ejemplo muestra que aunque una funcién f sea continua en un conjunto B, NO necesaria-
mente es uniformemente continua en B. Otra observacion sobre este ejemplo es que teniamos como
hipétesis que 0 € B’, asi que podemos preguntarnos qué ocurre si 0 no es un punto de acumulacién
de B. La respuesta es que en cualquier conjunto B C A que no tenga como punto de acumulacién
a 0 la funcién f serd uniformemente continua en B, resultado que demostrardan en la Ayudantia.
Note entonces que la continuidad uniforme de f en B no solo depende de f también depende de
una propiedad del conjunto B, en este caso de si 0 es punto de acumulacién de B o no. Esto ocurre
en general, es decir, la continuidad uniforme de una funcién también depende del conjunto donde
la estemos considerando.

Bueno, entonces ;qué podemos pedir para que la continuidad implique la continuidad uniforme?
Analicemos esta situacién:

Consideremos una funcién f : A — R™ continua en A. Se tiene que, para cada € > 0 y para
cada T € A existe dz > 0 tal que

f(Bs(z) N A) € B:(f(7)).

Si pudieramos hallar un § que no dependa de ningin T y que cumpliera que

f(Bs(m)NA) € B(f(7))

para todo T € A, entonces f seria uniformemente continua en A. Una posibilidad es considerar
d =inf{ 0z | T € A }, pero podria suceder que dicho infimo sea cero (noten que si{ 0z | z € A } fuera



finito, entonces el infimo ya no seria cero). Entonces debemos hallar otro camino para encontrar la
6 buscada. Observe que

Ac | Bs,(@).

TEA

Asi, si existieran T, To, ..., T € A tales que

A C By, (71) U Bs, (T2) U -+ - U By, (Tk)

d = min{ dz, | i € {1,2,...,k}} serfa un candidato, pues en este caso, resultard positivo. Antes
de continuar nuestro andlisis daremos la definiciéon de los conjuntos que cumplen una propiedad
similar a la que nos gustaria que cumpliera A.

Definicién 7 Sean A C R" y % = {Ux}rea una familia de sunconjuntos de R" indexada por el
conjunto A. Diremos que % es una cubierta abierta de A si Uy es un conjunto abierto para toda

AeEAy

AC U Uy.
AEA

Y diremos que A es compacto si cualquier cubierta abierta % = {Ux}ren de A tiene una
subcubierta finita, esto es, si existen A1, Ao, ..., \p € A tales que

AQU)\lUUMU'-'UU)\k.

Noten que, en nuestro andlisis, { B5_(T) }zec 4 es una cubierta abierta de A, también {Bs_ (T)}zca
2
es una cubierta abierta de A y lo mismo para {Bs.(T)}zca. {Entonces lo que pediamos antes era
3

que A fuera compacto? La respuesta es si .

Regresando a nuestro andlisis: Sean 7,y € A tales que [|7 — || < é. Como A C Bs_ (71) U
Bs,, (T2) U -+ U By, (Tg) existe i € {1,2,...,k} tal que T € By, (7;). Entonces

[T -Zill =y -7 +7 -7l < |7 -7l + |7 - 7il| <6+ 0z <20z

Esto muestra que § € Bag, (7;), pero solo sabemos que f(Bs, (7;)NA) C Be(f(Z:)) (esto tltimo
es por la continuidad de f). Lo anterior nos motiva a redefinir §. Entonces, suponiendo que

A C Bs

T
2

(Z1) U Bs

T2
2

(fg)U---UB@(Ek) y que x € Baﬁ(fi)
2 2

0z
sea 0 = fnf{ % | i€ {1,2,...,k}}. Se tiene que

0z,
T-Til|l=lv—-z+7 -3 < |g—= T—T “L < g,
| = + <l |+l <o+
Esto es, § € By, (Ti).

Todo lo anterior se puede resumir con la frase “Si dos puntos de A distan menos que d entonces
una de las siguientes bolas, By, (Z1), Bs,,(2), ..., Bs;, (Tk), contiene a ambos”.

Pero atin no vemos que el § elegido funcione, es decir, que si |[T—7g|| <, entonces || f(Z)—f(7)]| <
e. Como 7,y € Bs, (Ti) v f(Bss, (i) N A) € B-(f(%;)), entonces

3



1f@) = F@ = f @) = f(@:) + f (@) = @I < [f @) = f@) + 1F@i) = fF@] <e+e=2e
Lo anterior nos motiva a enunciar el siguiente teorema.

Teorema 8 Sean ACR", BC Ay f:A— R™ una funcién continua en A. Si B es compacto,
entonces f es uniformemente continua en B.

.. . , €
Demostracién. Sea € > 0. Como f es continua en A, lo es en B, as{ que para 3 > (0 y para cada
T € B existe dz > 0 tal que

f(Bs; () NA) C B:(f(2)).

Note que % = {B 5 (f)} es una cubierta abierta de B y como B es compacto, existen
El zEB
z1, T2, ..., T € B tales que

B C Bs, (1)U B(s@ (Ta)U---U B(sfk (Tk).
= = -+
0z,
Sea § = min{ % |ie{1,2,.., k}} Por lo tanto, si [|[T —g|| < 9, existe ¢ € {1,2,...,k} tal que
7,y € By, (Ti) y de aqui que

1£@) — @I < 1@ — F@ +1F@) — F@l < 5 +5 =<

Lo que demuestra que f es uniformemente continua en B. m

Ejemplo 9 Sea A CR". Si A es un conjunto finito, entonces A es un conjunto compacto.

Demostracién. Supongamos que A = {Z1,Za,...,Tx} v sea % = {Ux}rca una cubierta abierta

de A, es decir, cada Uy es un conjunto abierto y A C U Uy (debemos exhibir una subcubierta

AEA
k

finita). Se tiene que para cada T; existe \; € A tal que T; € U,,. Asi, A C U U,,. Por lo tanto, A

i=1
es compacto. m

Ahora, enunciaremos una observacién que ocuparemos mas adelante, para ello es necesario
recordar que cualquier subconjunto abierto U de R™ se puede escribir como la unién de bolas con
centro en Q" y radio racional (vea Ejercicio (7) de la Tarea 01). Por cierto jcuantas bolas con centro
en Q" y radio racional existen? Claro, tantas como racionales, es decir una cantidad numerable.

Observacion 10 Si % = {Ux}xea es una familia de subconjuntos abiertos y no vacios de R",
entonces existen {Tr} y {rr} sucesiones de Q" y Q, respectivamente, tales que:

(1) Para cada k € N existe X € A tal que By, (T) C Uy y

@) |J Br.(@) = | Un.

keN AEA



También ocuparemos el siguiente ejercicio, cuya demostracién anexaremos en un PDF extra.

Ejercicio 11 Sea {Ay} una sucesion de subconjuntos de R", cerrados, acotados y no vacios tales
que Apy1 C Ag. Entonces

ﬂAk;é@.

keN

La definicién de conjunto compacto no es muy intuitiva ni tan sencilla de manipular al mo-
mento de demostrar que un conjunto es compacto. Para nuestra suerte, en R", tenemos una forma
equivalente de describir a los conjuntos compactos.

Teorema 12 (Heine-Borel) Sea K C R". Se tiene que K es un conjunto compacto si y solo si
es cerrado y acotado.

Demostracién. = | Mostremos primero que K es acotado, para ello consideremos para cada k € N,
By (0). Note que % = {By(0)} es una cubierta abierta de K, de hecho es una cubierta abierta de
R™. Como K es compacto, existen nimeros naturales k1 < ko < --- < k; tales que

Asi, para cada elemento T € K se tiene que ||Z|| < k;. es decir, K es acotado.

Ahora, para ver que K es cerrado demostraremos que R"\ K es abierto. Para ello consideremos
un elemento € R" \ K y veamos que es un punto interior de R" \ K.
Para cada k € N, consideremos B1 (7). Note que

1
k

N B (7) = {z}.
keN
Se tiene lo siguiente

K C R"\{7}

- "\ (B,®@
keN
- U (r"\B,@).
keN

donde R"\ B 1 (Z) es un conjunto abierto, para cada k € N, es decir, {R" \ B 1 (E)}k , &8 una
€

cubierta abierta de K. Como K es compacto, existen ki1 < ko < --- < k; nimeros naturales tales
que

C -~

K C (R” \ Bk%(f)) =R"\B_([@.
1

-
Il

De lo anterior se sigue que T € B1 (Z) C B (7) C R"\ K. Esto es, T es un punto interior de R"\ K.

1
ki ki
< | Para esta implicacién supondremos que K es cerrado y acotado, pero no compacto. Como K

no es compacto, existe % = {Uy}rea una cubierta abierta de K que no tiene subcubiertas finitas.
Por la Observacién 10, existen {Zy} y {rr} sucesiones en Q" y Q, respectivamente, tales que

(1) Para cada k € N existe A € A tal que By, (T) C Uy y



() | Bn@r) = | Un.

keN AEA

Note que, por (II), ¥ = {B,, (Tk) }ren €s una cubierta abierta de K y, por (I), 7 no tiene sub-
l

n

cubiertas finitas (si K C U By, (Ty,), entonces K C U Uy,,, es decir, tendriamos una subcubierta
i=1 i=1
finita de % ).

Ahora, para cada k € N definimos
A = (Rn \ (Brl (fl) U Br2 (52) J---u Brk (fk))) NK.
Note lo siguiente:

1. Ay # @, para toda k € N. En caso contrario K C (B, (Z1) U By, (T2) U --- U By, (Tk))
contradiciendo que ¥ no tiene subcubiertas finitas.

2. Apyq1 C Ay, para toda k € N, pues B, (51) U By, (fz) U---u Brk (fk) C B, (fl) U By, (fz) ]
-UBp, (k) U BTkJrl (Tht1)-

3. Ay es cerrado, pues es interseccién de conjuntos cerrados, y acotado, pues estd contenido en
K que es acotado, para toda k € N.

Note que los conjuntos que acabamos de definir justo cumplen las condiciones del Ejercicio 11.
Asi,
o # ()4

keN
= () (®"\ (B,(7) UBno(@2) U+ U By, (@) N K
keN

= ( ﬂ (Rn \ (Bm (fl) U Br2(§2) Uu---u Brk (xk)))> nK

keN

= (R"\ ( U (B, (1) U By, (x2) u---uBrk(xk))>) NK

keN

- (R”\ ( U B,,k(xk))> nK.

keN
Por otro lado, ¥ es cubierta abierta de K, es decir,

K C | B (),
keN

Kn <R”\ ( U Brk(fk))> — 0.

keN

de donde

Lo que es una contradiccién. Asi que K es compacto. m

Ejemplo 13 Note que por el teorema anterior cualquier rectangulo cerrado R, en R™, es compacto.
En particular los intervalos [a,b] en R son conjuntos compactos.

Dado el teorema anterior podemos enunciar el ultimo teorema fuerte de continuidad utilizando
el concepto de conjunto compacto.



Teorema 14 Sean A CR", BC Ay f: A — R"™ una funcion continua en A. Si B es un
conjunto compacto, entonces f(B) es un conjunto compacto.

Terminamos esta sesién con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 15 Para cadaZ,y € R" se tiene que el segmento [T,Y| es compacto, pues [Z,y| = ([0, 1]),

donde f :[0,1] — R" estd dada por f(t) =% + t(y — ). Es decir, [T,7| es compacto porque es la
imagen bajo una funcién continua del conjunto compacto [0, 1].



