Ayudantia 20
Ejemplos de parametrizaciones

En esta sesiéon daremos algunos ejemplos de parametrizaciones.

Ejemplo 1. Sea r > 0. Consideremos la funcién v : [0, 27) — R? definida por

v(t) = (rcos(t),rsen(t)). (1)
Entonces v es una parametrizacion de € = {(z,y) € R* | 2% + y* = %} la circunferencia de radio r.

Demostracion. En primer lugar veamos que 7 ([0,27)) ¢ €. Sea t € [0, 27), entonces las coordenadas
de v(t) cumplen que

(rcos(t))? + (rsen(t))? = r? (COSZ(t) + sen2(t)) =72
lo cual implica que y(t) € €.
Ahora, veamos que ¢ c v([0,27)). Sea (z,y) € €. Si x = 0 proponemos ¢ = g siy=7r,0

T
t= > si y = —r. Ahora, supongamos que x # 0. Si & > 0 consideremos arctan(g). Recordamos que
T T
arctan : R — (—5, 5) por lo cual debemos hacer algunas observaciones. Si arctan(g) € (—5,0),
x
Y 3m . . Y us .
tomamos t = arctan(=) + 27 € 7,27r , mientras que si arctan(=) € 0,5 , basta considerar
x x

t= arctan(g). En ambos casos, por la periodicidad de las funciones seno y coseno, obtenemos que
T

~(t) = (7’ cos (arctan (%)) , T sen (arctan (%))) . (2)

Para simplificar la ecuaciéon (2) recordamos que si z € R entonces

z
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sen (arctan(z)) =

cos (arctan(z)) =

Luego, al sustituir en (2) obtenemos que

y(t) =

1 :
( ol il )
VaZey? a2+ y?
= (z,y), (3)

donde (3) se obtiene porque (z,%) € €, es decir, 2% + 4% = r2. Note que en la simplificacion de la

ecuacion (3) se us6 que Va? = |z| = z porque x > 0.
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Para continuar, si x <0 proponemos ¢ = arctan| = |+ 7 ¢ 53 ) Entonces
x

~v(t) = (r cos (arctan (%) + 7[') , T sen (arctan (%) + w))
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= (,9). (4)

Note que para obtener (4) hemos usado que para cualquier z € R se cumple que

sen(z + ) = —sen(z)

y también que
cos(z+m) = —cos(z).

Ademés, como suponemos que z < 0, entonces V2 = |z| = —z. Esto termina la prueba de que
% < ~([0,27)). Por lo tanto, v es una parametrizacion de €. ]

Ejemplo 2. Sea R c R? la recta cuya ecuacion cartesiana es
ax +by+c=0, (5)
con a® + b > 0. Entonces:

(i). SiTo = (20,40) y 1 = (x1,y1) son dos puntos distintos de R, entonces la funcion 7; : R - R?
definida por
’yl(t) =Ty +t(fl —fo) (6)

es una parametrizacion de R.

(i1). Si To = (x0,90) € Ry uw = (u1,u2) # (0,0) es paralelo a la recta R, esto es, auy + bug = 0,
entonces la funciéon v, : R - R? dada por

’YQ(t) =g +1tu (7)
es una parametrizaciéon de R.

Demostracion. (i) Primero veamos que 1 (R) c R. Para ello, si ¢t € R, notemos que

Y1(t) = (o + t(x1 —0),y0 + t(y1 —Y0)) -
Luego,

a(zo+t(x1—20)) +b(yo +t(y1 —yo)) +c=c+ (1 —t)(azo + byo) + t(azxy + by1)
=c+(1-t)(-c)+t(-c)=0

donde la segunda igualdad se cumple porque Tp,Z1 € R, esto es, satisfacen la ecuacion (5). Por lo
tanto, 11 (t) € R.

A continuacién veamos que R c ~;(R). Para esto, sea (z,y) € R, esto es, supongamos que
az +by +c=0. Ya que a® + b% > 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a # 0 (en caso
necesario, consideramos b). Ya que por hipotesis se cumple que Ty # T1, también podemos suponer



sin pérdida de generalidad que z¢ # 1 (si esto no ocurre, entonces yo # y1). Luego, x; — zg # 0.
Tr — X0
Z1—Zo

Proponemos t = . Entonces

Y1(t) = (2o + t(z1 — o), y0 + t(y1 — v0))
o -w))- ®

i
= (%yo +

Ya que T1,Tp € R, entonces ambos puntos satisfacen la ecuacion (5), por lo cual
(axy + by +¢) — (axo + byp +¢) =0,
de donde
a(xy —x9) +b(y1 —yo) =0,
lo cual implica que
b
1 -0 = ~—(y1-Y0)- (9)

Note que para obtener la ecuacion anterior usamos que a # 0. De manera anéloga, como (x,y) € R,
obtenemos que

b
v =10 =-—(y~Y0)- (10)
A partir de las ecuaciones (9) y (10) obtenemos que

Y=Y _ T =X (11>

Yr—Y% T1—To

Finalmente, al sustituir la ecuacion (11) en la ecuacion (8) obtenemos que

’Yl(t) = (:U?y)

Esto prueba lo deseado.
((i1)) Empecemos mostrando que v2(R) c R. Sea t € R, entonces

Y2(t) = (zo + tur, yo + tug) ,

luego,
a(xo +tuy) +b(yo + tug) + ¢ = axg + by + ¢+ t(auy + buz) =0

porque Ty cumple la ecuacion (5) y u es paralelo a R. Por lo anterior, v2(t) € R.

Para terminar veamos que R c y2(R). Sea (x,y) € R. Entonces az + by + ¢ = 0. Como u # (0,0),

podemos suponer sin pérdida de generalidad que u; # 0 (de otra manera, ug # 0). Proponemos
Tr — X0
t =

. Entonces
ui

Ya(t) = (wo + tur, yo + tug)

= (.’L‘,yo-f- x_xo’u,z). (12)
Uy

Como se hizo en el inciso (i) anterior, sin pérdida de generalidad supongamos que a # 0. Ya que

auy + bug = 0, obtenemos que
b
Ul = ——us. (13)
a



Luego, en virtud de las ecuaciones (10) y (13) obtenemos que

TZTo _Y~Yo (14)
u1 U2
Asi, al sustituir la ecuacion (14) en la ecuacion (12) obtenemos que
72(t) = (z,9).
Esto termina la prueba. n

Pregunta 3. ;Qué pasa si en el Ejemplo 2 se tiene que a+#0 yb=0? ;Y sia=0 y b+ 0% Observe
que en algunas de las ecuaciones se usé implicitamente que b 0, sen cudles de ellas se hizo esto?

Ejemplo 4. Sobre la parte exterior de una circunferencia fija de radio a rueda, sin resbalar, otra
circunferencia de radio b. Encuentre una funcion de R en R? que describa el movimiento de un punto
que se encuentre en la circunferencia exterior.

Solucion. Para este problema, lo que haremos serd agregar algunas hipotesis que nos permitan
analizar el problema. En primer lugar, supongamos que la circunferencia fija de radio a esta centrada
en O = (0,0) el origen del plano cartesiano y la denotaremos por %;. Ahora, nuestra circunferencia
que se mueve depende de un parametro que llamaremos 6 (mas adelante se vera que es un angulo),
y asi, en cada momento 6, su centro serd Ay y la denotaremos por ‘529 .

Observacion. Notamos que para toda 0 € R se cumple que O, Ay y el punto de tangencia de las
dos circunferencias son colineales, lo cual significa que la distancia entre O y Ay siempre es a+b (la
suma de los radios). Por lo anterior, Ay siempre esté en la circunferencia de radio a + b con centro
en el origen, es decir, por el Ejemplo 1, la posicién de Ay estéa dada por la parametrizacion

Ap = ((a+b)cos(b), (a+b)sen(h)). (15)

[

Sea P el punto que esta en la circunferencia exterior. Ya que nos interesa determinar su posicién
en cada momento (conforme se mueve %29 ), tenemos que P = Py.

Ahora, sea ¢ el angulo < PyAyO, el cual es el angulo entre el radio AgPy y el segmento AyO (que
contiene al punto de tangencia de las dos circunferencias). Observamos que ¢ depende del angulo
0 porque la longitud de los arcos en que las circunferencias han estado en contacto es la misma, asi
que

af = by

ya que la longitud del arco es directamente proporcional al angulo (recuerde que medimos angulos
en radianes). A partir de lo anterior obtenemos que

at

2 (16)

¥

Ya que Py es un punto de la circunferencia ‘529 , en virtud del Ejemplo 1, salvo hacer una traslacion
adecuada (que sera nuestro paso final), se cumple que podemos parametrizar Py como

Py = (bcos(3),bsen(p)). (17)

Por construccion (vea la Figura 1) se cumple que

B=0+7+p,



Figura 1: Construcciéon de Py

es decir, por la ecuacion (16),

Bomro+ 2 o (‘”bb)e (18)
Luego,
cos() = - cos ( (ax b)‘)) (19)
y
sen() = —sen((azb)g). (20)

Para continuar, notemos que para obtener la posicion de Py basta con trasladar (17), que geo-
métricamente se interpreta como trasladar el centro de la circunferencia ‘526 a la posiciéon que se
describe en (15), esto es, la posicion real de Py esta determinada por

Py=Ag+ (bcos(),bsen(p)),

que, en virtud de las ecuaciones (15), (19) y (20), nos lleva a

Py = ((a +b) cos(f) — cos ( (a ;b)g) ,(a+b)sen(f) —sen (@)) . (21)

Finalmente, proponemos v : R — R? definida por

1) = (@ 0ycos(8) s 5. sy sen) -sen 457

y observamos que, por la construccién anterior, v es una parametrizaciéon de la trayectoria pedida
en el enunciado.



