Ayudantia 21
Algunas propiedades de la derivada

Iniciamos esta sesién con un resultado que, como pueden recordar, es similar a un hecho que
conocen de Calculo I: algunas equivalencias de que una funcién sea derivable en un punto.

Teorema 1. Sean v: I cR —R™, con I un intervalo abierto, y tg € I. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i). La funcion ~y es derivable en tg.

(ii). Eziste un vector [ € R™ tal que

(1) = (v(to) + (t - to)1)

lim =0.
t—to t—1o
(iii). Existe una funcion lineal L : R - R™ tal que
t)— t L(t-t —
A0 - () + L) o

t—to t—1p

Demostracion. (i) implica (ii) ]. Supongamos que 7y es derivable en ¢y. Entonces existe

(1) = (to)

/ Y
~'(to) —thm i (1)

—to
Consideremos [ = v'(to) € R™. Ahora, notemos que si t € I cumple que ¢ # to, entonces

v(1) = (v(to) + (= t0)]) _ () = (to) - (t - to)]

t—1g t—1p
_ (@) (o) (t—to)l
t—1p t—1o
_ 7(t) = (to) _1 (2)
t—1p

Luego, a partir de la ecuacion (2), al calcular el limite deseado obtenemos que

. v(t) = (v(to) + (t—to)l) i (’Y(t) - (o) —Z)

t=to t—tg t=to t—1o
t)—y(t -
= lim 1) =y(to) _ lim I (3)
t—to t—to t—to
=7'(to) =7/ (t0) =0, (4)

donde la igualdad (3) se obtiene porque ambos limites existen (uno es el limite de una funcion
constante) y (4) se sigue por la ecuacion (1) y la definicion de . Esto prueba (ii).

(ii) implica (iii) ]. Supongamos que existe [ € R™ tal que

lim v(t) = (¥(to) + (t — o)1)
t—to t—to

=0. (5)



Definimos la funcién lineal L : R — R™ al considerar L(1) = [ y extender linealmente (note que
{1} es una base de R), es decir, L(t) = L(t-1) =tL(1) = tl. Veamos que L cumple lo pedido en (iii).
Observamos que si t # tg entonces

Y(t) - (v(to) + L(t—t0)) _ ~(t) — (v(to) + (£ —t0)L(1))
t—1g t—to

_ (1) = (v(to) + (¢~ 1))
t—to

(6)

; (7)

donde (6) se obtiene porque L es lineal y (7) se cumple por la definicion de L(1). Finalmente, en
virtud de (5) y (7) obtenemos que

A = (o) + Lt~ t0)) (D) = (a(to) + (t=to)]) =
t—to t—1to t—to t—1p

Esto prueba (iii).
iii) implica (i) ]. Supongamos que existe una funcién lineal L : R — R™ tal que
(iii) implica (i) ]. Supong q q

I v(t) = (v(to) + L(t - t0))

=0. 8
t=to t—to (8)
Veamos que 7' (tg) = L(1), esto es, demostremos que
t) —y(&
i 1) = 2(to) _ L(1). (9)
t—to t—1to
Notamos que
lim L(1) = L(1) (10)

t—to

porque se trata de una funcion constante (con valor L(1)). Entonces al sumar (10) con (8) obtenemos
que

(1) = (v(to) + L(t ~ o))

L(1)+0= tlir% L(1) + tlgg

t—to
- lim (L(l) + y(t) = (y(to) + L(t —to)))
t=to t—to
_ i B 10)L(1) +7(F) - (9(t0) + L(t - o))
t=to t—to
= lfm L(t —to) +(t) —v(to) — L(t - to) )
t=to t—1to

IPRETORRID)
t—to t—1o

)

donde (11) se obtiene porque L es lineal. Esta cadena de igualdades demuestra que (9) se cumple
y, por lo tanto, se satisface (i). [ |

Antes de continuar hagamos algunas observaciones. En primer lugar, ja qué le recuerda el limite
dado en el inciso (ii) del Teorema 1?7 Ya que [ = v'(#), tenemos que

Y(to) + (t —to)l = v(to) + (t —to)¥' (o),



asi, al revisar la Definicién 4 de la Clase 26, notamos que es una parametrizacion la recta tangente
a % =v(I) en el punto v(tg) (;se da cuenta de por qué lo es?). Por lo anterior, el limite se puede
interpretar geométricamente como sigue: la recta tangente en un punto dado y(tg) de € es una
“buena aproximaciéon” a % para valores cercanos a ty, o dicho de otra forma, localmente la recta
tangente y € son parecidos.

También, ;qué lugar geométrico representa el conjunto

£ ={y(to) + L(t -to) | t e R},

donde L es la funcion lineal que aparece en el inciso (iii) del Teorema 1?7 Si lo comparamos lo dicho
en el parafo anterior, es claro que .Z es la recta tangente a € en el punto v(tgp) (como se dijo antes,
usted deberia ser capaz de demostrarlo).

Recordamos de nuestro curso de Calculo I que uno de los primeros resultados que se demuestra
luego de conocer el concepto de derivada es el llamado Teorema del valor medio y a continuaciéon
haremos uso de él para resolver un problema.

Ejercicio 2. Sea 7 :[a,b] c R - R" continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b).
Entonces que existe £ € (a,b) tal que

[7(6) = v(a)[|? = (b= a)¥'(£) - (v(b) = 7(a)).

Antes de dar la demostracion, note que la hipotesis v es derivable en el intervalo (a,b) significa,
como ya puede imaginar, que «y es derivable en ¢ para toda t € (a,b).

Demostracion. Definimos la funcion f :[a,b] CR - R como f(t) =~(t)-(v(b) —y(a)). Observamos
que f es una funcién continua en [a,b] porque v lo es. Ademas, como v y la funcién constante
g(t) = v(b) —~v(a) son derivables en (a,b), obtenemos que f es derivable en (a,b) ytambién para
toda t € (a,b) se cumple que

@) =~(t)-g'(t) ++'(t) - g(t) =+'(t) - (v(b) =(a)), (12)

porque ¢'(t) = 0 ya que g es una funciéon constante (;puede demostrar este hecho?). Observamos
que f satisface las hipotesis del Teorema del Valor Medio (;recuerda su enunciado completo?), por

lo cual existe £ € (a,b) tal que
f(®) - f(a)

T = f'(€). (13)

Ya que

f(b) = f(a) =v(b) - (v(b) = v(a)) =v(a) - (v(b) —=~(a))
= (7(b) =v(a)) - (v(b) =~(a))
= () = v(a)]?, (14)

al sustituir (12) y (14) en (13) obtenemos que

[7(0) = (@) = (b= a)y' (&) - (+(b) = 7(a)) -

Esto termina la prueba. [



Para concluir esta sesién, recordamos que una vez que se aprendié a derivar en Calculo 1,
una de sus primeras aplicaciones fue el distinguir cuando una funcién tenia derivada cero y, sin
herramientas de calculo integral, uno fue capaz de dar una forma explicita de funciones cuya segunda
derivada fuera nula. El siguiente ejercicio recupera ese trabajo. Antes de enunciarlo daremos algunas
precisiones.

Sea v: I cR - R™, con I un intervalo abierto, una funcién derivable en I. Entonces, para toda
t € I existe 7'(¢), lo cual define inmediatamente una funcion 7" : I - R™. Note que si 7' resulta ser
derivable en I, entonces se puede definir la sequnda derivada +" de la funcién + (en cada punto)
como uno lo imagina: es la derivada de la funciéon derivada 4’ (en cada punto). Sea cuidadoso cuando
utilice estos términos: la definicién de derivada es puntual y depende, ademéas de un punto, de una
funcion bien definida. Ahora, pasamos al problema que nos interesa.

Ejercicio 3. Sea v: I cR - R™, donde I es un intervalo abierto.

(i). Si existen To,uw € R™ tales que y(t) = To + tu para toda t € I, entonces |7/ (t)| es constante.
(ii). Muestre que el reciproco de la afirmacion anterior es falso.
(iii). Si existen To,u € R™ tales que v(t) = To+tu para toda t € I, entonces v"(t) =0 para toda t € I.

(iv). Si~"(t) =0 para toda t € I, se cumple que existen To,u € R™ tales que y(t) = To +tu para toda
tel.

(v). Dé un ejemplo en el cual la funcion v parametrice una recta y se satisfaga que ~"(t) #0 para
toda tel.

Demostracion. (i) Supongamos que existen To,u € R™ tales que v(t) = Tp + tu para toda t € I.
Entonces, 7' (t) = u para toda t € I (estamos usando la Proposicion 4 de la Clase 08). Por lo tanto,
[v'(t)|| = |u| para toda t € I, es decir, |y'(t)| es constante. Esto prueba lo deseado.

(ii) Consideremos la funcion g : (0,37) — R? definida por vo(t) = (cos(t),sen(t)). Notamos que
~o es una parametrizacion de la circunferencia unitaria (;puede demostrarlo?), asi que no existen
Z0,T € R? que cumplan lo dicho en el inciso (i) ya que ello significaria que 7y parametriza una recta
lo cual no ocurre. Para concluir, notamos que para toda t € (0,37) se cumple que

0(t) = (=sen(t), cos(t)),

de donde se obtiene que |v)(t)| = 1 para toda t € (0,37), es decir, || es constante pero no se
cumple (i).

(iii) Ya vimos en el inciso (i) que 7'(¢) = @, por lo cual 7’ es una funcién constante, lo cual
implica que 7" (t) = 0 para toda t € I.

(iv) Supongamos que 7" (t) = 0 para toda t € I. Como ya imaginara, con la herramienta actual
no es posible “integrar” una funciéon que tenga codominio R™, por lo cual recurriremos a nuestros
conocimientos previos. Supongamos que v = (7V1,...,%m), entonces v (t) = (V1 (t),..., v, () v
') = (7] (t), ..., v (t)) para toda t € I. Usaremos los siguientes resultados de Célculo I (ambos
son corolarios del Teorema del Valor Medio).

Lema 4. Sea f:J cR — R, con J un intervalo abierto, una funcion tal que f'(t) = 0 para toda
t € J, entonces existe c € R tal que f(t) =c para toda t € J.



Lema 5. Sean f,g:J c R - R, con J un intervalo abierto, funciones tales que f'(t) = ¢'(t) para
toda t € J, entonces existe k € R tal que f(t) - g(t) = k para toda t € J.

Asi, 7i(t) = ¢; para toda t € I, con ¢; € R, para toda i € {1,...,n}, en virtud del Lema 4. Ahora,
si consideramos la funcion f;(t) = tc;, notamos que f(t) = v;/(t) para toda t € I, entonces, por el
Lema 5, existe k; € R tal que ;(t) = k; + fi(t) = k; + te; para toda t € I. Por lo tanto, basta proponer
To = (k1,...,kn) yu=(c1,...,cn). Esto termina la prueba.

(v) Consideremos 7 : R - R? definida por v(t) = (¢2,t%), que es una parametrizacion de la recta
& ={(z,z) e R?* | x e R} (demuéstrelo). Por definicion tenemos que /() = (2t,2t) para toda t € R
y, por ello, v"(t) = (2,2). Esta parametrizaciéon cumple lo pedido. [ |



