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Clase 26

La sesién pasada definimos lo siguiente:

Definicién 1 Sean € CR" y~v: I — R" una funcion, donde I es un subconjunto de R. Diremos
que vy es una parametrizacion de € si

y(I)=%.

En esta ocasién introduciremos el concepto de derivada para funciones de R en R", justo las
funciones que ocupamos en las parametrizaciones.

La derivada de funciones de R en R"
Consideremos un conjunto 4 C R™ y un punto Ty € %. Supongamos que I es un intervalo,

to € I yy:I — R" es una parametrizacién de ¢ tal que y(tog) = To.

L

~y

Como antes ya habiamos visto, si t € I'\ {¢{¢c} es un punto “muy cercano” a tp, entonces el vector

7(t) = (t)
t—to

es “muy parecido” al vector director de la recta tangente a % en el punto Zp, por supuesto, si no
es el vector cero.
Asi, si
t) — (2

o 20 =(t0)

t—to t— tO
existe, debe ser un vector director de la recta tangente a % en el punto Zy. Esto motiva la siguiente
definicién.



Definicién 2 Sea I C R un intervalo abierto, to € I y v : I — R™. Diremos que v es derivable
en tg si existe

t) — (T

ORI
t—to t— to

En este caso denotaremos por ' (to) a dicho limite y lo llamaremos la derivada de v en to, es decir,

(t) = (to)
t—>to t— to '

Observacién 3 Note que en la definicion anterior I denota un intervalo abierto, pero puede darse
la definicion para un intervalo arbitrario usando limites laterales (; Cudles? ;Cémo los definiria?).

Continuamos definiendo la recta tangente a 4 en un punto Zg.

Definicién 4 Sean € CR" yxg € €. St v: I — R" es una parametrizacion de € derivable en
to € I tal que y(to) = To y ¥ (to) # 0, definimos la recta tangente a € en el punto Ty como
la recta definida por

Z(t) = ~(to) + 7' (o).

Ejemplo 5 Sea f: R — R dada por f(z) = 2% y consideremos € = Gy la grdfica de f. Halle la
recta tangente a € por el punto (0,0).

Solucién. Consideremos 7 : R — R? dada por (t) = (t3,15). Note que 4 es una parametrizacién
de ¥, aunque no la més natural. Ahora, se tiene que 4(0) = (0,0) y por otro lado

i 20 =0 _ ) (t%,t°) = (0,0).

i
t—s0 t—0 t—0

Es decir, 4/(0) = (0,0). Recuerde que el vector cero no nos sirve para generar la recta tangente
buscada, pero esto no significa que no exista la recta tangente.

w

Entonces consideremos otra parametrizacién, la més natural. Sea v : R — R? dada por
v(t) = (t,t%). Se tiene que (0) = (0,0) y



Asf, 4/(0) = (1,0) # (0,0), luego la recta tangente .# a € por el punto (0,0) estd definida por
Z(t) = 7(0) +7/(0) = (0,0) +£(1,0) = (£,0).
Efectivamente, el eje X, como lo esperabamos. m

Ejemplo 6 Sea f : R — R la funcion dada por f(x) = |z| y € = Gy la grifica de f. Considere
las siguientes parametrizaciones de € :

(1) v: R — R? dada por v(t) = (¢, |t]).

(2) 4 : R — R? dada por

Halle, si existen, v'(0) y 7'(0).
Solucién.

(1) Para ~ tenemos que

W =0) _ (Gl (D)

If =(1,1
t—1>I(I)£‘ -0 t—1>0+ t—0+ (1,1)
' t 0 t, |t t,—t
g 202000 Gl g 60
t—0— t—20 t—0— t t—0t+ ¢t

Como los limites laterales no son iguales se sigue que v no es derivable en 0 (;Qué resultado
sobre limites laterales estaremos usando aqui?).

(2) Para 7 tenemos que

S8 A 2 42
lim (®) =70) = lim (t, = lim (¢,t) = (0,0)
t—o+ t—0 t—ot t—0
Y 2 42
Y(t) — 4 —t°,t
i 2O =3O e C ) (S = (0,0)
t—0- t—0 t—0~ t t—0

Asf que 7 sf es derivable en 0 y 7'(0) = (0, 0).
]

Note que en el inciso (2) del ejemplo anterior se muestra que a pesar de que G tenga un “pico”
en (0,0) = 4(0) la parametrizacién 4 es derivable en 0 (una diferencia con Calculo I).

Entonces, si € es parametrizada por una funcién «y y +/(¢) siempre existe y es distinta del vector
cero, diremos que % es “suave”. Por el contrario, si v/'(t) es el vector cero, entonces no podemos
asegurar nada acerca del aspecto geométrico de €.

Continuamos enunciando un resulatdo bastante 1til, pues relaciona la derivada de una funcién
~v: I — R" y la derivada de cada una de sus funciones coordenadas.



Proposicién 7 Sean I CR, to € I yv = (71,72, -.-,n) : L —> R"™. Se tiene que v es derivable en
to si y solo siy; es derivable en to para cada i € {1,2,...,n}. En ambos casos se tiene que

v (to) = (71(t0); 12 (o), -+ 1 (t0))-

La demostracion de esta proposicién es una consecuencia de los teoremas de limites antes vistos
(el limite de una funcién existe si existe el limite de cada funcién coordenada).

Definicién 8 Sean I CR y v : I — R" una funcion. Diremos que v es derivable en I si~y es
derivable en cada t € I.

Ejemplo 9 Sean I CR y f : I — R una funcién derivable en I. Si~y : I — R? es la funcién
dada por (t) = (t, f(t)). Muestre que v es una funcion derivable en I.

Solucién. Sean 71,72 : I — R las funciones dadas por ;1 (t) =t y v2(t) = f(t). Note que 1 y 72
son derivables en I, pues la funcién identidad y la funcién f lo son. Ademds, como v = (v1,72), de
la Proposicién 7, se sigue que « es derivable en I, ademaés

V() = (n(),7%(1) = (1. f1)),

paracadate l. m



