Ultima actualizacion: 13 de mayo de 2022

Clase 28

Para esta sesion es conveniente recordar lo siguiente:

Definicién 1 Sea I C R un intervalo abierto, to € I y v : I — R™. Diremos que v es derivable

t) —y(t
en tg si existe lim M

. En este caso denotaremos por+'(to) a dicho limite y lo llamaremos
t—to t— to

t) — (2
la derivada de v en to, es decir, v (to) = th’n% V(iZ(O)'
—10 — 10

Ejercicio 2 [Ejercicio 11 de la Tarea 03] Sean f: A CR" — R™, Zg € R" y le R™. Definimos
B={z-720eR"|T€ A} yg: BCR" — R"™ como g(h) = f(To + h) para cada h € B. Pruebe
que:

1. 7o € A siy sélo si 0 € B,
2. 1= lim f(z) siy sélo sil= lim g(h).

T—>T0 h—s0

En esta clase definiremos las derivadas de orden superior para funciones de R en R" y comen-
zaremos el estudio de curvas.

Curvas

Como consecuencia del Ejercicio 11 de la Tarea 03 (Ejercicio 2 en este documento), tenemos la
siguiente observacién.

Observacion 3 Sea I C R, tg € I y~v: 1 — R" es una funcion. Se tiene que v es derivable en
to si y solo si

lfm v(to +h) —(to)
h—0

existe. En este caso,
to + h) — y(to)
") = 1§ 7( '
¥'(to) hli% n

Definicién 4 Sean I C R, v : I — R" derivable en I y k € N. Si definimos vV (t) como ~'(t)
para cadat € I y 'y(k) es derivable en I, definimos de manera inductiva la (k + 1)-ésima derivada
de v en t, denotada por 7(k+1)(t), como

D) = (®) (),

es decir,
(k) — ~(F)
h—0 h

para cada t € I.



Ejemplo 5 Considere v : [0,27] — R? dada por y(t) = (r cos(t),rsen(t)). Muestre que, para cada
n € N, existe la n-ésima derivada de v en cada t € [0,27] y calcilela.

Solucién. Sean 71,72 : [0,27] — R dadas por v1(t) = rcos(t) y y2(t) = rsen(t). Note que 1 y
~2 son las funciones coordenadas de ~, es decir, v = (71,72). Ahora, sabemos que tanto y; como
72 son derivables en [0,27] y para cada n € N, existe la n-ésima derivada de 7 y de 72 en cada
t € [0,27], mds ain

—rsen(t) sin=4k+1, ke N
(n) —rcos(t) sin=4k+2, k€N

)= rsen(t) sin=4k+3, ke N
rcos(t) sin=4k, keN

rcos(t) sin=4k+1, keN

(n) —rsen(t) sin=4k+2, ke N

7 (1) = —rcos(t) sin=4k+3, keN
rsen(t) sin=4k, k€N

— rsen(t), rcos(t ) sin=4k+1, ke N
—rcost ,—rsen(t)) sin=4k+2, k€N
rsen(t —rcos(t)) sin=4k+3, k€N
rcos(t), rsen(t)) sin=4k, ke N

(
A1) = E
(

Continuaremos estudiando una de las aplicaciones de las funciones de R en R".

Definicién 6 Sea € C R" . Diremos que € es una curva si existe una parametrizacion v : I —
R", de €, derivable en I. Si ademds ~'(t) # 0 para todo t € I, diremos que € es una curva suave.

Dado un conjunto ¥ C R" sélo nos basta hallar una parametrizacién derivable para que dicho
conjunto sea llamado curva, pero si pedimos algunas hipétesis adicionales a la parametrizacién
derivable, es posible deducir “la longitud de €” o de un arco de %:

Consideremos una curva ¢ parametrizada por 7 : [a,b] — R" (a partir de ahora cuando escri-
ba “curva parametrizada por...” me referiré a una parametrizacién derivable). Supongamos ademas
que v es inyectiva salvo quizas en los extremos su dominio, a y b.

Note que un primer paso para hallar dicha longitud puede ser “aproximar” la curva con poli-
gonales. Una vez dicho esto consideremos una cantidad finita de puntos Zg, %1, ..., T en €, donde
To y T son los “extremos” de %.

Se tiene que la longidud de la poligonal [Zo, 1] U - -+ U [Tg—1,Tk], que de hecho es

k
Z 1Z: —Zi-all,
i=1

se “aproxima” a la longitud de ¥. Ademds, mientras mas puntos elijamos, mas “préxima” sera.
Ahora, como 7y es inyectiva, existen puntos a =ty < t; < --- < tx, = b en [a, b] tales que y(¢;) = T;



4

a=1iy b4 ti te—1 te=0b

para cada i = 1,2, ..., k. Note que hemos obtenido una particién & = {to,t1,...,t;} del intervalo
[a,b] y ademés

k k
Yo lE =il =Y () = (i)
=1 1=1

Ahora, usaremos el Teorema del valor Medio para escribir v(¢;) —y(t;—1) de otra manera (Ojo, nos
referimos al TVM de Calculo 1, aplicado a cada funcién coordenada y en cada uno de los intervalos
inducidos por la particién). Si v = (71, Y2, ..., 7n) entonces, aplicando el Teorema de Valor Medio a
cada funcién coordenada «y; en cada uno de los intervalos de la forma (t;_1,;), tenemos que existen
&ij € (ti—1,t;) tales que
i (ti) —viti-1)
li —ti—1

= (&)
De lo anterior se sigue que

Y(ti) = y(ti=1) = (m(ti) =y (tiz1)s s (i) — Y (ti=1))
= (V&) (ti = tic1)s s 1 (Ein) (B — 1))
= (&) m(&im)) (ti = tica).

Note que si cada ’yg- fuera continua y la particion & muy fina (la distancia entre t; y ¢;—1
seria “pequena” ) entonces la distancia entre ’y;- (& )y fy}(f,-) serfa muy “pequena’” para cualquier
& € (ti—1,t;) (serfan “muy parecidos”). Bajo estas condiciones, es decir, considerando una particién
2 “muy fina” y agregando la hipétesis de que 7/ es continua en [a, b], tenemos que

Z [Zi — Tiall = Z 1Y ()l (8 — ti1).

=1

Finalmente, podemos identificar la ltima suma como una suma de Riemann de la funcién f(t) =
|7/ ()|| en el intervalo [a, b]. Asi que
b
[ v ae
a

Veamos con un ejemplo si vamos por buen camino.

parece ser la longitud de .



Ejemplo 7 Consideremos « : [0,21] — R? dada por ~(t) = (rcos(t),rsen(t)). Recordemos que
~v parametriza C,, la circunferencia con centro en el origen y de radio r > 0, asi que deberiamos
poder comprobar que la longitud de C, es 27r.

Se tiene que 7' (t) = (—rsen(t),r cos(t)), por lo que ||/ (t)|| = r para toda t € [0,27]. Entonces

2m 2m
/ 1Y ()] dt = / r dt = 27r.
0 0

Parece que nuestra deduccién es correcta. Ahora, note que la funcién  utilizada en el ejemplo
anterior cumple ser inyectiva y que 7/ es continua en [0, 27]. {Qué ocurre si 7y no es inyectiva?

Para responder esta pregunta, consideremos 7 : [0, 37] — R? dada por 5(t) = (r cos(t), 7 sen(t)).
Se tiene que 4 también parametriza a C,, pero esta no es inyectiva, de hecho 7(t) = §(t+ 27)) para
todo t € [0, 7]. Por otro lado, |¥'(¢)|| = r y de aquf

3 27
/ 5@ dt = / rdl = 37,
0 0

Por supuesto esto no es la longitud de C,., pero lo que podemos decir, en este caso, es que 7 “le
dio vuelta y media a C,..”

Definicién 8 Sea v : [a,b] — R™ una funcion tal que ||¥'|| es integrable en [a,b]. Definimos la
longitud de v, denotada por (), como

b
I(7) = / I/ ()] dt.

Si 7y es inyectiva en [a,b], salvo un nimero finito de puntos, y parametriza una curva €, entonces
l(y) se puede interpretar como la “longitud” de €.

Debemos notar que en la definicién anterior no pedimos que 7' sea continua en [a, b], pues para
b

considerar la integral / |7/ (#)|| dt solo basta que ||7/|| sea integrable en [a, b] (por supuesto que si
a

7' es continua en [a, b], entonces es integrable en [a, b]).



