Addendum 03
Formas cuadraticas

Dedicamos esta sesion a explicar algunos conceptos relacionados con formas cuadraticas. Aunque
este concepto se puede definir en espacios vectoriales (de cualquier dimension, y probablemente ya
lo vieron en su curso de Algebra Lineal), para los fines de este curso nos basta con considerar formas
cuadréaticas definidas sobre R".

Definicion 1. Una forma cuadrdtica sobre R" es una funcion @ : R" — R tal que para cualesquiera
a€R y T eR" se cumple que Q(aT) = a’Q(T) y existe B:R™ x R" - R forma bilineal tal que para
toda T € R" se cumple que Q(7) = B(Z,T).

Note que la primera parte de la definiciéon nos dice que una forma cuadratica es una funcién
homogénea de orden 2. Esto “nos dice” que, si @ no es la forma cuadrética constante cero (Q(Z) =0
para toda T € R"), todos los monomios que forman parte de la expresion (en coordenadas) de @ son

rado ir mite una expresion rm
de do 2, es decir, ) admite una expresion de la forma

n
Q(E) = Zai$z27 (1)
=1
para algunos a; € R para cada i € {1,...,n} y donde suponemos que T = (x1,...,x,) (para alguna

base de R"). Este resultado es un teorema importante de Algebra Lineal, pero por ahora nos basta
con esta idea intuitiva.

Observacion 2. Se puede demostrar que, si Q es un forma cuadratica en R", @ tiene asociada
una matriz simétrica Ag (esto es, AEQ = Ag) de tamano n x n, y reciprocamente, si A es una matriz
simétrica de tamafio n x n, entonces tiene asociada una forma cuadratica Q4 : R™ — R definida por

Qa(@) =(z1 -~ z)A(z1 — @)
T
:(96'1 xn)A ], (2)

donde nuevamente escribimos T = (z1,...,%y).

Ejemplo 3. Consideremos el caso de formas cuadraticas en R2. Es un teorema que si Q : R > R
es una forma cuadratica, entonces () se expresa de la forma

Q(z,y) = ax? + 2bxy + ey

A partir de esta ecuacién no es dificil deducir que su expresién matricial es

Qr.y) = (v y)(Z b)(w v)

ey



Ejemplo 4. Consideremos f: U ¢ R" —» R una funcion de clase C? en U, To € U y 7 > 0 tal que
B,(Tg) c U. Entonces, a partir del Teorema de Taylor es inmediato que si h = (hiy..., hyp) € R
cumple que |h| < r, entonces

f(fo + E) = P21f7§0 (EO + E) + RQJ"’EO (Eo + E)

_ "af 1 & 9%f I
= f(To) + z; (%cf- (To)hi + 5 '21 amjﬁfm (To)hihj + Ra, 1 z,(To + h),
i= i ij= i

donde .
RQ,f,fo (TO + h) _0
h—0 HEHQ

Nos centramos en particular en la suma

n 82f
To)hih;. 3
2 s, @t 3)

Notamos que la ecuacion (3) se puede escribir en forma matricial como

n 82f hl
(ZTo)hihj = (h1 - hyp)Hf(Zo)
uz=:1 Ox;0x; ! ( ) h,

donde H f(Zy) denota a la matriz

0*f _ 0? _
a—é(ﬂﬁo) T (@)
Hf(zo) = ) L (4)
d 9
Oxlafxn(fo) #(io)

Llamaremos a H f(Zo) la matriz hessiana de f en .

Ya que f es una funcion de clase C? en U, y en particular en B,(To), entonces la segundas

0? 0?
derivadas parciales / y / existen en B,.(T() y son continuas en Ty, asi que, por el
83%817 8$]81‘Z
Teorema de las parciales cruzadas, para cualesquiera i,j € {1,...,2,} se cumple que
’Pf *f
xo) = o),
8.1?]82?1( 0) 6:%8%( O)

lo cual muestra que H f(T() es una matriz simétrica. Asi, por la segunda parte de la Observacion
2, Hf(Zo) tiene asociada una forma cuadratica que denotaremos por H fz, : R" - R y llamaremos
la hessiana de f en Ty, cuya expresion matricial en T = (z1,...,x,) estda dada por

Hffo(f):Hffo(xla-'-axn)
x1
=(z1 - zn) Hf(T0)

Tn



Definiciéon 5. Sea @ : R" - R una forma cuadratica.
(i). Sise cumple que Q(Z) =0 si y solo si T =0, decimos que Q es no degenerada.
(ii). Si Q(T) >0 para toda T € R", decimos que @ es semipositiva.

(iii). Si Q(T) <0 para toda T € R", decimos que Q es seminegativa.

Lema 6. Sea @ : R" - R una forma cuadrdtica semipositiva (resp. seminegativa) y no degenerada
asociada a una matriz A, entonces existe M >0 (resp. m <0) tal que

Q(h) > M|h|*  (resp. Q(h) <m|h|?)
para toda h € R™.

Demostracion. Haremos el caso cuando () es una forma cuadratica seminegativa, el caso de la forma
cuadratica semipositiva es analogo.

Recordemos que S™ ! = {Z e R" | || = 1} es un conjunto compacto y toda forma cuadrética
es continua (su expresion es un polinomio), entonces @ restringida a 5™ tiene un maximo que
llamaremos m € R, y por las hipotesis de no degeneracién y seminegatividad de @) obtenemos que
m <0, asi que

Q(T)<m

para toda T € S !, Ahora, notemos que la desigualdad deseada se cumple trivialmente si h =0, asi

. - = h - . .
que consideremos h # 0. Asi, J = — € S"71, y por la ecuacién anterior se cumple que

IA]
m 2 Q(Y)
=AY (por hipotesis @ esta asociada a A)
- — \!
_ (i) 4 i)
|n] [n]
1 /= — .
= W ( hAh ) (factorlzamos las constantes)
1 _
= —-Q(h)
[A]?
de donde se sigue que B _
Q(h) <m|h|?
para toda h € R". Esto termina la prueba. [

Note la similitud del resultado anterior con la siguiente propiedad de funciones lineales:
Si L:R"™ - R™ es una funcion lineal , entonces existe M > 0 tal que para cualquier T € R se cumple
que | L(z)| < M|z .



Caracterizacion de formas cuadraticas semipositivas (y seminegativas)

Para terminar esta sesion, estudiaremos “intuitivamente” cuando se cumple que una forma cua-
dratica @ asociada a una matriz A sea semipositiva (o seminegativa).
En primer lugar, notemos que una forma cuadratica dada por

@(1;17‘-'7«%71):)\133%"'""")\711'121 (5)

es la “mas sencilla” de analizar entre las formas cuadréticas que se pueden definir segin la expresion
(1). De hecho, notemos que, en este caso, Q es semipositiva (resp. seminegativa) y no degenerada
si y solo si A\; > 0 (resp. A; < 0) para cada i € {1,...,n}. También, es facil ver que su expresion
matricial estd dada por

_ )\1 0 )
Q(xl,...,xn) = (xl xn) S : (xl xn)
0 - A\

a partir de lo cual obtenemos que la matriz asociada a @ es la matriz diagonal

A o 0
D=|: -
0 - A\
Observe que para cada k € {1,...,n} se cumple que la submatriz
A - 0
Dp=]": :
0 - A

cumple que det(Dy) = A;---Ag. Esto nos permite formular lo siguiente: Q es una forma cuadratica
no degenerada y semipositiva (resp. seminegativa) si y solo si det(Dy) > 0 (resp. det(Dy) < 0 si k
es impar y det(Dy) > 0 si k es par) para toda k€ {1,...,n}.

De hecho, tenemos lo siguiente:

Teorema A. Sila forma cuadratica @ : R™ — R tiene asociada la matriz simétrica A dada por
ail v Gln

A:

an1 =+ App

entonces
(i). @ es semipositiva si para cada k € {1,...,n} se cumple que det(Ag) > 0;

(i). @ es seminegativa si para cada k € {1,...,n} se cumple que det(Ay) <0 cuando k es impar y
det(Ag) >0 cuando k es par,

donde Ay denota a la submatriz

ail - a1k

Ak — . .
Gnl -+ Gkk

para cada k€ {1,...,n}. ]



Veamos un poco mas. Es un resultado importante de Algebra Lineal que si A € M., (R) es una
matriz simétrica, entonces existe una matriz ortonormal B € M, x,(R) tal que BAB' es una matriz
diagonal, es decir,

AN - 0
BAB'=|: - (6)
0 - A\

Habitualmente se dice: las matrices simétricas son diagonalizables.
Recordamos que las matrices ortonormales aparecieron (en este curso) para hacer cambios de
base (entre bases ortonormales), por lo cual podemos afirmar lo siguiente:

Lema B. Si @ : R" - R es una forma cuadratica que tiene asociada la matriz simétrica A (respecto
a una base ortonormal % = {€1,...,€,}), entonces existe una base ortonormal %’ = {vy,...,v,} tal
que la matriz asociada a @ respecto a la base %’ es una matriz diagonal.

Demostracion. Por lo dicho antes, existe una matriz ortonormal
bir -+ bin
B=|: - .

bnl bnn

tal que BAB! es una matriz diagonal, por lo cual si consideramos

U =bper + -+ binen

para cada i € {1,...,n}, obtenemos que %' = {v1,...,V,} es una base ortonormal de R". Por lo
hecho en los Preliminares de Algebra Lineal, si € R" tiene coordenadas (x1,...,x,) en la base £
y coordenadas (z],...,2],) en la base %', entonces (matricialmente)
bir - b
(m1 agn):(x’l x;) c :
bnl bnn
Por lo cual, la forma cuadratica @) expresada en coordenadas (z7,...,z,,) queda como

Q(T) =Q(z1,...,7n)
:(331 l“n)A(l’l xn)
=((e1 -~ ) B)A((eh - ) B)
:(:U'l x;)(BABt)(:E'l $,)t
AN - 0

t

2 2
=)\ (x'l) +---+)\n(3:;l) .
Por lo tanto, la forma cuadratica @ expresada en términos de la base %’ tiene la forma (5). m

La parte complicada de la prueba anterior, esto es, el como se obtiene la matriz B dada una
matriz simétrica A (y también los escalares Ap,...,\,), es todo un tema de su curso de Algebra
Lineal, por lo cual no lo trataremos aqui. Por ahora, baste con saber que tal matriz B y tales
escalares existen y utilicemos sus propiedades para resolver los problemas que nos interesan.



