Ayudantia 24
Ejemplos de derivada direccional

En esta sesion daremos algunos ejemplos acerca de derivada direccional. En primer lugar afiance-
mos nuestro conocimiento de la derivada direccional mediante el célculo directo de algunas derivadas.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién f : R*> - R dada en términos de coordenadas en la base
canénica por f(x,y,z) = 2%y + 2> — 2. Calcule la derivada direccional de f en %o = (0,0,0) en las

direcciones dadas por el vector unitario % = (2,3,4) y el vector candnico es = (0,0,1).
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Solucion. Procedemos por definicion. En primer lugar hacemos los calculos con uy. Tenemos que
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Por lo tanto,
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En conclusion, Dy, f(0,0,0) = 0.

Para continuar, hagamos los célculos para obtener la derivada en la direccién de €3. Tenemos
que

f(To + hes) - f(To) = £(0,0,h) = (-2)
=h3-2+2
= h.

A partir de lo anterior obtenemos que

De, f(0,0,0) = lim f(@o + hé;) - f(@o)

= 1{fm h?
h—0

=0.

Por ello concluimos que Dg, f(0,0,0) = 0. [ ]



Note que es una casualidad que en el ejemplo anterior suceda que las dos derivadas direccionales
sean iguales. Para ello observe con atenciéon el siguiente ejemplo, donde la derivada direccional
dependera de la direcciéon elegida.

A continuacién, como senaldé Oscar en la Clase 30, observaremos como afecta el cambio de
coordenadas a la expresion de una funcion (y la de su derivada). Para ello, veremos el ejemplo que
él utilizo.

Ejemplo 2. Sea f : R? - R definida en coordenadas cartesianas asociadas a la base canonica
By ={e1,ea} por f(x,y) = 22 +y2. ;Cudl es su expresion en cualesquiera otras coordenadas?

Solucion. Supongamos que %y = {v1,VU2} es otra base ortonormal de R? y consideremos que si
Z € R? entonces sus coordenadas en el sistema cartesiano asociado a %, son (z’,3'). Por lo realizado
en el Interludio de Algebra Lineal, sabemos que para pasar de las coordenadas (z,y) a las
coordenadas (m',y') existen anicos a1, a12,a21, a9 € R tales que

roon[a1r a1z
(z v)=(" o) :
a1 a2
es decir, de manera explicita tenemos que
! !
r=xa11+y az;

14 !
Y=x a2 +yY ax.

Por lo tanto, la expresion de f en términos de las coordenadas (z,y") de un punto T € R? est4 dada
por

f@) ="y
= (x'au + y/a21)2 + ($,a12 + y’a22)2

= (af; +aly)(2')” + 2(ar1a21 + ar2a22) 2"y’ + (a3y +a3y) (y')*. (1)

Una pregunta natural es si podemos simplificar de alguna manera la expresiéon anterior ya
que, recordemos, la matriz que relaciona ambos sistemas coordenados cumple algunas relaciones
especiales. Por ello, si denotamos

ail  a12
M = ,
az1  a22

tenemos que M es la matriz de cambio de base (vea el Addendum 02 sobre algebra lineal) entre
By y A1, por lo cual es una matriz ortonormal, lo cual implica que

(1 O) =MM = MM
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_ a%l + a%z a11a21 + 412022
- ai11a921 + a12a22 a%l + agQ ’

de donde obtenemos que
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aiiaz1 + ajzaze =0

2 2
agy +ag = 1,
por lo cual podemos simplificar la ecuacion (1) al sustituir los valores anteriores y obtenemos que
2 2
@ y') = (@) + () (2)

es la expresion de f en las coordenadas asociadas a la base 4.

,Qué ha sucedido? ; Por qué la expresion es la misma? En general no esperamos que la expresion
en distintas bases coincida, sin embargo aqui lo hace por una razéon importante: la funciéon f es el
cuadrado de la norma del vector, y como ya sabemos que la norma de un vector es independiente
de la base ortonormal que consideremos, obtenemos que la funcién f (en este caso) debe tener la
misma expresion en cualquier base ortonormal que consideremos. Entonces, al repetir los calculos
que hizo Oscar (vea el Ejemplo 2 de la Clase 30) obtenemos que

— A I/
Dz f(Zo) = 2(zguy +yous)-
Una manera réapida de obtener la expresiéon anterior es usar la matriz M. Para ello, recordamos
que

y también

de donde obtenemos que

Para concluir esta sesiéon veamos un ejemplo més sobre derivada direccional.

Ejemplo 3. Sean f: U c R" > R, Zp € U y u € R" tal que |u| = 1. Si la derivada direccional
Dz f(To) existe, entonces también existe la derivada direccional D_gf(T) y ademas

D_zf(Zo) = -Dzf(To).

Demostracion. Construiremos dos funciones auxiliares. En primer lugar, existe r > 0 tal que si
h € (-r,r) entonces Tp + hu € U. Por ello, definimos ¢ : (-r,7) \ {0} - R mediante

o(t) = f(fo+tﬂt)—f(fo)‘




Tenemos que, por hipdtesis, existe

Ii t) =1i
lim g(t) = 1im

f(@o +tw) - f(Zo) _
t

Dz f(Zo).

Ahora, definamos k : (-r,r) - (-r,r) dada por k(h) = —h. Claramente tenemos que }lll,n(l) k(h) = 0.

Para continuar usaremos el siguiente resultado de Calculo 1.

Lema 4. Sean xg € (a,b) cR yl € (c,d) c R. Consideremos c: (a,b)N{zo} > Ry f: (c,d){{} - R

son funciones tales que a((a,b) N {xzo}) c (¢, d) N~ {{}. Si se cumple que

lim a(x) =/ y limB(y) = L,
T—=XT( y—>£

entonces
lim (Boa)(z) = L.
T—>x(

Vemos que k y g cumplen las condiciones del Lema 4, asi que también existe }LI’H(I)(g ok)(h)y

ademas

lim(g o k)(h) = Daf(Zo).
Para continuar, notemos que
Daf (o) = lim(g o k) (h)
= 1’ —
lim g(~h)

- lim f(Zo - hu) - f(Zo)

h—0 -h
_ i { Fo—h) - f(@o)
h—0 h

y por lo tanto

i (o = ht) = (o) _
h—0 h
Finalmente, por definicién, tenemos que
f(@o - hu) - f(Zo)
h

D_zf(Zo) = }111'_1}(1]
= -Dzf(To)-

Esto prueba lo deseado.

~Dz f(%o).



