Ultima actualizacion: 25 de mayo de 2022

Clase 33

Definicién 1 Sean U CR", g € U y f : U — R una funcion. Diremos que [ es derivable en T
si existe una funcion lineal L : R™ — R tal que

f(@) = [L(T — o) + f(T0)]

T—7T0 Hf—fo“

= 0.

Dado que la funcion L es unica con esta propiedad (lo demostramos) la llamaremos la derivada
de f en Ty y la denotaremos por D f(To).

Proposicion 2 Sean U C R", Ty € U, f: U — R una funcion y u € R"™ de norma 1. Si f es
derivable en Tg, entonces existe la derivada direccional de f en Tog en la direccion de u y

Dz f(zo) = Df(Zo)(u).

Corolario 3 Sean U CR", Ty € U, f : U — R una funcion y {€1,...,e,} una base ortonormal

(To) para cada i € {1,...,n}, donde (x1,...zy)

de R"™. Si f es derivable en To, entonces existe 3
1
son las variables determinadas por la base mencionada, ¥y

of
Bxl-

(To) = D f(Zo) ().

En esta ocasién mostraremos como utilizar las derivadas parciales, si existen, para hallar la
derivada de una funcién de R™ en R en un punto.

Como hallar la derivada usando las derivadas parciales

Antes de comenzar a estudiar més sobre la relacién que puede existir entre las derivadas parciales
y la derivada debemos hacer unas cuantas observaciones/recordatorios:

Consideremos una funcién lineal L : R® — R y una base ortonormal g = {71, ...,7,} de R".
Si T € R" tiene coordenadas (z1, ..., z,) en la base 3, es decir, T = 2101 + - - - + x, Uy, entonces

L(z) = L(z101+ -+ x,0p)
= 1‘1L(51) 4+ -+ an(@n).
Asi, para conocer el valor de L en T es suficiente conocer las coordenadas de T en la base  y los
valores de L en los elementos de 8. Ahora, si consideramos la matriz, de 1 x n,
Mg = a1 -+ ainl,

donde ay; = L(v;), decimos que la matriz Mz es la matriz asociada a la funcién lineal L en la base
B. Esta matriz puede ser usada para calcular L(Z) como sigue:



I

In
x1

In

Otra manera de calcular L(Z) es representar a la funcién lineal L con el vector (L(71), ..., L(Ty)) v
usar el producto punto como sigue

L(Z) = L(z1,...,2Tn)
= (Loy, ..., L(Ty) - (x1, ..., z0).

Observacién 4 SeanU CR" Ty € U y 8 = {€1, ..., €} una base ortonormal deR". Si f : U — R
es una funcion (expresada en términos de la base B) derivable en Tgy, sabemos que

of
D f(= €;) = o),
F(@o) (&) = 5-(T0)
para cada i € {1,...,n}. De esta manera, la funcion lineal D f(Zy) debe tener asociada la matriz

of of _
- e
o bien, debe estar representada por el vector

((;)i(xo), (;ii(xo)>.

Cuidado: En la observacion anterior usamos que f es derivable en Ty para hallar las representaciones
de Df(Zy). Pero, podemos apoyarnos, con cuidado, en esta observacién para proponer una funcién
lineal que cumpla con la Definicion 1, de la siguiente manera:

Si f es una funcién para la cual existen todas sus derivadas parciales en el punto Ty y queremos
demostrar que f es derivable en Ty, entonces la funcién lineal representada por la matriz

!(%i(%o) ai"l(:co)],

es la mejor candidata para ser la derivada de f en Tp.

Ejemplo 5 Sea f : R?> — R dada en términos de las coordenadas de la base candnica por la
stguiente regla de correspondencia

f(x,y) = 2Y.

Demuestra que f es derivable en cualquier punto Ty = (xo,yo) € R2.



Solucién. Es ficil ver que existen todas las derivadas parciales de f y que

0 0
Bfi(fo) =y y 8];(1’0) = .

Asi que la funcién lineal L : R? — R representada por la matriz [yo o] es nuestra candidata
para ser la derivada de f en Ty. Ahora, notemos que

Lew) = Do o] [2]
= Yo + Toy-

Luego, L(Z — %) = L(z — 0,y — Y0) = (¥ — x0)yo + zo(y — yo) y de aqui que

zy — [(x — 20)yo + o(y — yo) + Toyo]
|(z — 20,y — yo)l
_ [z = 20)(y — w0)|
(= 20,y — yo)ll
||(~”U—-70072,/—yo)||2
~ l(z — o,y — yo)ll
= |l(x — z0,y — yo)||

S g B

Se sigue que lim f@) ~1 (ic fO) + f(@o)]
T—To Hx _ xOH

R? — R estd dada por Df(zo,y0)(z,y) = xyo + z0y. ™

f(@) — [L(T —To) + f(T0)] ‘ _

1T — Zo|

= 0, es decir, f es derivable en Ty y D f(xo,y0) :

Ejemplo 6 Sea f : R?> — R dada en términos de las coordenadas de la base candnica por la
stguiente regla de correspondencia

flzy) =a" +y° -1,

Muestre que f es derivable en cualquier punto (zg,yo) € R

of
"oy
of

_ of _
%(af,y)—% y @(x,y)—2y-

Ahora, como debemos demostrar que f es derivable en (zg,yo) evaluamos en (g, yo),

0
Solucion. Note que —f(:v, Y) (x,y) existen para todo punto en R? y que

ox

9 )
a*i(xo,yo) =2z0 y a?];(xo,yo) = 2yo.

Calculemos la funcién lineal L : R? — R que propondremos como la derivada de f.
L(x) = L(z,y)

= [gi(wo,yo) g‘;(wmyo)] m

Y
= [2z0 2yo] B]

= 2z9z + 2y0y.-



Ahora,

(@) = [L(T —To) + f(T0)] = 2°+y*—1—[220(x — x0) + 2y0(y — vo) + 5 + yg — 1]
= (¢® —2moz + 23) + (v* — 2yy0 + %0)
= (z—20)>+ (y— )

= |z —zol*
De donde,
T |z — Zo| 70 ||T — To| T

Por lo tanto f es derivable en Ty = (xg,0) ¥ Df(To) : R> — R estd dada en términos de la
base canénica por Df(Zo)(x,y) = 2z0x + 2ypy. W

En Célculo I asociamos la idea de recta tangente con la de derivada y al menos para funciones
de R? en R podemos rescatar esta idea. Aprovecharemos el ejemplo anterior para “visualizar” esto.

En el ejemplo anterior mostramos que f es derivable en cualquier punto y de hecho obtuvimos
la derivada para cada punto, entonces si consideramos To = (0,0) € R? tenemos que D f(Tp) :
R? — R est4 dada, en términos de la base candnica, por la siguiente regla de correspondencia,
Df(Zo)(z,y) = 2(0)x + 2(0)y = 0. Note que la grafica de Df(Zp) es un plano en R que pasa por
el origen, de hecho es el plano XY. Ahora, si trasladamos dicho plano al punto (z, yo, f(x0,%0)) =
(0,0, —1) obtenemos el plano dado por la ecuacién z = —1, que de hecho es tangente a la gréfica
de f en el punto (0,0, f(0,0)), vea figura 1.

Figura 1

En general, note que la grafica de la funcién lineal D f(Zp)(z,y) = 2zox + 2yoy es un plano que
pasa por el origen. Luego, si trasladamos dicho plano al punto (xo, yo, x% + y(2) — 1) obtenemos un
plano tangente a la grafica de la funcién f en el punto (xg, yo, 1:(2) + y% —1), vea figura 2, y que tiene
por ecuacion

z = 2xo(x — 0) + 2y0(y — yo) + 25 + y§ — 1.
Por lo anterior damos la siguiente definicién.

Definicién 7 Sean U C R?, Ty = (x0,40) € U y f : U — R una funcién derivable en To. Diremos
que el plano que tiene como ecuacion



Y

(0, Yo, f (0. 30)

Figura 2

z= g—i(moayo)(ﬂﬁ — @) + g—z(fEOv?JO)(y — %) + f(wo, %0)

es el plano tangente a la grdfica de f en el punto (o, yo, f(z0))



