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Clase 34

Definicién 1 Sean U CR", Tg € U y f : U — R una funcién. Diremos que f es derivable en Ty
st existe una funcidn lineal L : R™ — R tal que

lm f(@) = [L(T — o) + f(T0)]

T—T0 HT_EOH

=0.

Dado que la funcion L es inica con esta propiedad (lo demostramos) la llamaremos la derivada
de f en Ty y la denotaremos por D f(Zo).

Proposiciéon 2 Sean U C R", Ty € U, f: U — R una funcion y u € R" de norma 1. Si f es
derivable en Tg, entonces existe la derivada direccional de f en Tog en la direccion de u y

Dz f(Zo) = D f(Zo)(u).

En esta clase, aprovechando que la derivada de una funcién de R™ en R en un punto es una
funcién lineal y por tanto continua, introduciremos un vector de gran relevancia.

El Vector Gradiente

Comenzaremos esta sesién recordando que, para cada natural n > 2, el conjunto

"l ={ueR"||u] =1}

es un subconjunto cerrado y acotado (compacto) de R", por lo que que cualquier funcién continua,
en particular una lineal de R™ en R, alcanza su valor minimo y su valor méximo sobre S As, si
UCR" Zge Uy f:U — R es una funcién derivable en Ty, entonces deben existir uy, Uy € gn—t
tales que

D f(Zo)(u1) < Df(To)(u) < Df(To) (o)

para todo @ € S™ . Si ademés recordamos la relacién entre la derivada y las derivadas direccionales,
tenemos que

Dg, f(To) < Dzf(%o) < Da, f(o)-

para todo u € S"~!. Es decir, existen dos direcciones en las que la razén de cambio de la funcién
f es minima y otra en la que la razén de cambio es maxima. De hecho en la siguiente proposicién
mostraremos que U3 = —Us y, si D f(Zy) no es la funcién lineal cero, entonces u; y Uz son tnicos.

Proposicién 3 Sean U CR"™, o € U y f: U — R una funcion derivable en Ty. Entonces existe
Ty € St tal que

D_z, f(%o) < Duf(To) < Dg, f(To)

para todo w € S"1. Si ademds Df(my) no es la funcion constante cero, entonces gy es Unico.



Demostracién. Como D f(Zp) es una funcién continua y S~ ! es un conjunto cerrado y acotado,
entonces existe ug € S tal que

Dy f(To) < Dy, f(To)
para todo @ € S™!. Note que —7p € S !, por lo que

D_z, f(To) D f(Zo) (o)
= —Df(Zo)(to)
Dﬂof(fo)
—D_5f(To)
—D f(Zo)(—u)
Dy f(%o).

IHIA

Por lo tanto,

D_z, f(To) < Daf(Zo) < Dg, f(To), (1)

para todo @ € S" . Ahora supongamos que D f (Tp) no es la funcién constante cero y que existe
To € S™ 1, To # T tal que Df(To)(To) = D f(To) (o). Note que si Ty = —Tg, entonces Ty + g = 0,
de donde
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0) + D f(To) (o)
0) + D f (o) (o)
2Df(*o) 0)-

Por lo que D f(Zo)(up) = 0y de aqui que D f(Zo)(—up) = 0. Luego, de (1), se tiene que D f(Zo)(u) =
0 para todo @ € S"!, lo que implica que Df (ZTo) es la constante cero, lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, vy # —ug. Podemos entonces considerar el vector
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7= 20U gn-t,
[[To + To|
Asi,
DJ(E0)(@) = T (D (@0) () + D (@0) () = T D 0) 7).

Ahora, como g, Ty € S" ! y Tg # —To, T, se tiene que ||To + To|| < ||To|| + ||To|| = 2. Por lo que

2
170 + To|

D f(Zo)(uo) < D f(zo) (o) = D f(Zo)(u).

Lo que es una contradiccion al hecho de que

Dﬁf(jo) S Dﬁof(j())

paratodow e S"!. m
La propiedad que caracteriza a @y y su unicidad nos permiten definir un vector muy especial.



Definicién 4 Sean U C R", g € U y f : U — R una funcion derivable en Ty. Definimos el
gradiente de f en Ty, denotado por V f(Zy), como el siguiente vector

V f(Zo) = Dy, f(To)To,

donde ug € R" es el vector de la proposicion anterior.

Por supuesto que para calcular el vector gradiente es necesario conocer el vector ug, asi que
procederemos a calcularlo:
Sean 8 = {ej,...,€,} una base ortonormal de R", U C R", Zp € Uy f : U — R una funcién
expresada en términos de las coordenadas (z1, ..., x,) determinadas por la base 3. Si f es derivable
en Tg y @ = (uq, ...,u,) € S""1, entonces podemos escribir

Dz f(To) = Df(Zo) ()
(af( 0,2 (a;o)> (U, Uy ey )

oxy,
H <3$1 jggi (x0)> H [ (u1, us, ..., up)|| cos(6)
H <8x1 ii (ﬂﬂo)) cos(6).

(%(xo),...,(i?il(xoo y (u1,...,u,). Ahora si
D f(Ty) no es la funcién constante cero, tenemos que el maximo valor de D f(Zp)(u), es decir, el
maximo valor de Dy f(Z) se alcanza cuando cos(f) = 1 y esto ocurre cuando 6 = 0. Por lo tanto el

of
" Oz,

donde 0 es el angulo formado por los vectores <

vector gy debe ser paralelo al vector (a(xo), (x0)> y como ug también debe ser unitario,
1

concluimos que

Una vez hallado ug, tenemos que
V f(Z0) = Da, f(Zo)to
< ) % - B (ﬂfo))
i O [t )

~ (3L --aii(%)) .

Observacién 5 Sean 8 = {ei,...,e,} una base ortonormal de R", U CR", zpc Uy f: U — R
una funcion expresada en términos de las coordenadas (z1, ..., xy) determinadas por la base [5. Si

f es derivable en Tg, entonces

Vf(fo) = <§;1(.750), ooy ;j;(x())) .



Una consecuencia de esta observacion es que podemos usar (cuando f es derivable en Zy) el gradiente
de f en Ty para representar a D f(T), es decir,

Df(Zo)(T) = Vf(T0) - 7,

para cada T € R".

Puede que se estén preguntando por qué definimos el gradiente como V f(Zy) = Duy, f(Zo)uo, si
of of

——(Tg), -, = (T ero la intencién fue
a.Tl( 0)7 ) 8$n( 0) y P

resaltar que el gradiente de f en zy determina la direcciéon en la que f tiene la maxima razén de
cambio. Intentaremos ilustrar esto con un ejemplo.

pudimos definirlo desde el inicio como V f(Zy) = (

Ejemplo 6 Sea f : R? — R dada en términos de las coordenadas de la base candnica por la
stguiente regla de correspondencia

flzy)=8—a®—y’+az—y

y To = (2,1). Demuestra que f es derivable en Ty y determina la direccion en que la derivada
direccional de f en Tg alcanza su valor mdzrimo.

Solucién. Calcularemos el gradiente de f en Ty para luego construir la funcién lineal que propon-
dremos como la derivada de f en ZTy. Note que

%(m,y) =-2r+1 vy (;;(:my) =-2y—1,
de donde
_(0f af
Vf21)= ((%(2, 1), a—y(Q, 1)>
= (-3,-3).

Entonces afirmamos que L : R> — R, dada por

(=3,-3) - (z,y)
= —3x — 3y,

es la derivada de f en Zp.
Primero note que

flay) —[Lx—-2,y—1)+ f2, )] =82 -y’ +x—y—[-3(x—2) —3(y — 1) + 4]
=244 -y  +2y—5
=—[(z—2°+(y—-1)7]

= _H(‘T;y) - (2) 1)”2
Asi,
1 = 1 =
(ew)o(21) (z,y) — (2, 1)] eooten @y @D



Por lo tanto, f es derivable en (2,1) y la derivada Df(2,1) : R? — R est4 dada por

Df(2,1)(z,y) = =3z — 3y.

-
(a) En la direccién de V f(Tp) se tiene la pen- (b) En la direccién de cualquier otro vector la
diente maxima. pendiente es menor.

Figura 1

Finalmente, el vector

_ Vf(2,1)
ug =
IVf(2, 1)

determina la direccién en que la derivada direccional de f en Ty alcanza su valor méximo. =

Intentemos ver el ejercicio anterior graficamente, para ello consideremos la curva que resulta de la

interseccion de la gréafica de la funcion f y el plano perpendicular al plano XY cuya direccién estd
-1 -1

dada por el vector (E, %) y que contiene al punto (2,1,4) = (2,1, f(2,1)). La recta tangente

a dicha curva en el punto (2,1, f(2,1)) tiene la méxima pendiente, vea la Figura 1.



