Ultima actualizacion: 31 de mayo de 2022

Clase 35

Proposicién 1 Sean U CR", g € U y f : U — R una funcion derivable en Ty. Entonces existe
Ty € S tal que D_g, f(To) < Duf(To) < Dy, f(To), para todo @ € S L. Si ademds Df(Zg) no
es la funcion constante cero, entonces ug es Unico.

Definiciéon 2 Sean U C R", Tg € U y f : U — R una funcion derivable en To. Definimos el
gradiente de f en To, denotado por V f(Ty), como el vector V f(ZTo) = Dy, f(To)uo, donde uy € R™
es el vector de la proposicion anterior.

Observacién 3 Sean 8 = {ei,...,e,} una base ortonormal de R", U CR", zpc Uy f: U — R
una funcion expresada en términos de las coordenadas (x1, ..., xy) determinadas por la base [. Si
f es derivable en Ty, entonces

Vf(fo) = <§i(x0), ooy %(l‘g)) .

En esta ocasion deduciremos qué condiciones implican que una funcién sea derivable en un
punto.

. Qué se necesita para que una funcion sea derivable en un punto?

Comenzamos esta clase con una consecuencia, seguramente esperada, de la derivabilidad de una
funcién en un punto.

Proposiciéon 4 Sean U C R", g € R" y f : U — R wuna funcion. Si f es derivable en Ty,
entonces f es continua en Tg.

Demostraciéon. Debemos demostrar que
dim f(z) — f(To) = 0.
T—T0

Para ello, notemos que para T # Ty se tiene que

(@) = [Df(o)(T —To) + f(To)] , _.

——— T — g

f(@) = f(To) — Df(To)(T —Zo) =

de donde

lim f(z) — f(To) — Df(Z0)(T — To) = lim f(@) = [Df(@0) (T — To) + f(T0)]

lim lim ——— |7 — Zo|| = 0.
T—T0o T—To ||‘T - -'170”

Por otro lado, recordemos que las funciones lineales son continuas y que Df(Zp) es una funcién
lineal, asi que



lim D f(Zo)(T — To) = 0.

T—T0

Por lo tanto

lim f(Z) — f(zo) = lim [f(Z) — f(To) — Df(To)(T —To) + Df(Zo)(T — Zo)]

o = lim [/(7) - 7(7) ~ Df(0)(7 - To)] + lim Df ()T~ 7o)
= 0.

Y asi f es continua en Ty. ®
La pregunta natural, ;vale el regreso? Y la respuesta es igual que en Célculo I, NO.

Ejemplo 5 Sea f: R"™ — R definida como

f(@) = [I].-

Demuestre que f no es derivable en 0.

Solucién. Recordemos que si f es derivable en un punto Ty, entonces existen todas las derivadas
direccionales de f. Utilizaremos la contrapositiva de esta afirmacién, es decir, mostraremos que no
existe alguna derivada direccional en 0 y concluiremos que f no es derivable en 0. Sea w € R” un
vector de norma 1. Entonces, para h # 0, se tiene que

fO+ha) — f(0) _ [|hal| — O] _ |h
h h h’
pero el limite, cuando h tiende a 0, de este cociente no existe, asi que no existe la derivada direccional
de f en 0 en la direccién de u. m

Este ejemplo exhibe una funcién continua en 0, pero no derivable en el mismo punto. Note ademés
que es una generalizacién de la funcién “valor absoluto” que nos sirvié para ejemplificar lo mismo
en Calculo 1.

Otra duda que nos podria surgir es ;qué ocurre si existen todas las derivadas direccionales de
f en Ty en la direccién de cualquier vector unitario? j f resulta derivable entonces?

Ejemplo 6 Sea f : R?> — R dada en términos de las coordenadas de la base candnica por la
stguiente regla de correspondencia

.%'2

o= i o @) #0.0)
0 si (z,y) = (0,0)

Muestre que existen todas las derivadas direccionales de f en (0,0) y que f no es derivable en (0,0).

Solucién. Sea @ = (u1,uz) € S*. Supongamos primero que uy = 0, es decir, que @ = (1,0).

Entonces f(0 + hu) — f(0) = f(h,0) — £(0,0) = 0, por lo que
SO ) — (0

h—0 h




es decir, Dy f(0,0) = 0. Supongamos ahora que ug # 0. Entonces

O+ hu) — f(0) = f(huy, hug) — £(0,0)
(huy)?(hug)
(hu1)4 -+ (hZLQ)Q
B h3u2ug
_ hudug

de donde,

JO+hm) - fO) w8
=lim ——5——5 = —.
h—0 h h—0 h2uj +u3 U

2
Es decir, Dy f(0,0) = iy Asi, concluimos que Dy f(0,0) existe para todo @ € S.
U

Ahora, si demostramos que f no es continua en (0, 0), por la Proposicién 4, podremos concluir

1 1
que f no es derivable en (0,0). Consideremos entonces la sucesién {a,} = { <, 2) } . Note que
n’'n

1
Asi, mientras que lim @, =0, lim f(a,) = =. Por lo tanto f no es continua en (0,0), luego f no
n—00 n—00 2

es derivable en (0,0). m

El ejemplo anterior muestra que la existencia de las derivadas direccionales de f en un punto no
implica que f sea derivable en el mismo punto. ;Podremos pedir alguna condicién extra para que
la existencia de las derivadas direccionales de f impliquen que f sea derivable? Intentemos deducir
esa condicién extra, para ello consideremos U C R? (s R?, sélo para simplificar la redaccion),

To = (x0,y0) € Uy f : U — R una funcién. Supongamos ademds que existen O—(xo,yo) y
x

8—(:1:0, yo). Para ver que f es derivable en (o, 1) debemos proponer una funcién lineal L : R? — R
y ver que

I f(@) = [L(T — o) + f(T0)]

T—To |T — Zo|

=0,

pero a estas alturas ya sabemos que L : R> — R dada por



L(z,y) = (gi(xo,%% Zi(%,y@) (z,y)
= gi(»Tm Yo)x + g;(ﬂ?myo)y
es la mejor candidata. Entonces
_ o _ of of
|f(@) = [L(T — 7o) + f(To)] | = ‘f(xay) - %(l‘oayo)(l‘ —z0) + @(xo,yo)(y —yo0) — f(z0,90)
< | = v = G o m)o a0

+ ‘f(xo,y) — f(wo,90) — gjyc(ﬂ?o’yo)(y — o)

0 0
Ahora, si ademds suponemos que 8—f(ac, y)y a—f(x, y) existen para todo (z,y) en una bola centrada
T Y

en (xg,y0), entonces podemos aplicar el Teorema del Valor Medio en su version para derivadas
paciales. Asi, existen &, € [(z.9), (20,9)] ¥ &, € [(z0, 30). (30, o)] tales que

F(a.) ~ Fwo.y) = 2L E)w o)

9f _
F(x0.y) — F(@o,yo) = 8§<fy><y ).
De donde

7() ~ [L(E ~ o) + F @) | < |£(2,9) ~ F(w0,) ~ 92 (20, 30)(z — 20)

+ | f(zo,y) — f(zo,50) + g’;(ﬂﬁo, Yo)(y — yo)
< |2 € —20) - P o0 — 0

+| G €)= ) = 5 0.~ )

= 12 &) - Lo 1o - )

3 @) - | lv-w)

<[22 - S| I - =l

+ 5 E) - G @) Iz -zl

Asi, si T # T, entonces



|f(x)_[L|§:i§|)|+f(m0)H af@m)_%( Il +

Finalmente, si ambas parciales son continuas en Ty tenemos que

0<

(Zo)|-

of — 0
‘f(@) j;

, of = 0f of of _
Jin (500 - | + |5 - ) -0
pues £, — To y Ey — T cuando T — Tg. Por lo tanto
@) - L@ T0) + @)

T—T HE—EOH

Recapitulando, si f es una funcién tal que existen todas las derivadas parciales en una bola abierta
con centro en To y ademas son continuas en T, entonces f es derivable en Tg.

Proposicién 7 Sean U C R", Tp € U, r > 0 tal que B, (Tp) CU y f : U — R una funcidn. Si

0 0 ‘ .

/ (T) existe para cada T € By (To) y 8f es continua en To, para cada i € {1,...,n}, entonces f
T T
es derivable en Ty.

Demostracién. Supongamos que To = (20,1, ...,Zon) ¥ S€a T = (T1,...,2p) € Br(fo). Definimos
para cada i € {1,...,n — 1}

;= (],‘1, vy Liy LOG415 o0y :1:07”)

y T, = T. Por el Ejercicio (4) de la Tarea 01, sabemos que T; € B,(T¢) para todo i € {1,...,n},
ademds como B,(Zp) es un conjunto convexo, tenemos que [T;—1,T;] C B,(Tp), para cada i €
{1,...,n}. Ahora, note que, para cada i € {1,...,n — 1}, se tiene que

T — Ti—1 = (i — x0,)€;,

por lo que estamos en condicicones de aplicar el Teorema del Valor Medio en su versién de derivadas
parciales (Proposicién 8 de la Clase 31). Asi, para cada i € {1,...,n}, existe §; € [T;—1,T;] tal que

F@) = J@i1) = 5 €) (05— a0,).

Note ademds que &, — Ty cuando T — T, por lo que
of =, _ of
1
fgrflo 8%,‘ (51) 81’1 ( )

para cada i € {1,...,n}, pues todas las parciales son continuas en Z.
Ahora, definimos L : R — R como

L(z) = ((;951( )...,;i(xo)>-x.

Veremos que L es la derivada de f en Ty, para ello notemos que

f@) = F@o) = (f(@) = f(Tn-1)) + (f (Tn1) = F(@n2)) + -+ (F(@2) = f(71)) + (f(T1) = [(T0))-



Luego,

Por lo tanto

| (S @ L)) - @0 - (52 @0 (o0 - -0
S 5 €)= (@) g (a0)) ) - - 70

(gji(gl), %(%)) - <§,}i(m)’ (;Z(xo)»

[z — Zol|

INA
7 _>

Asi, para T # T se tiene que

o< @ - [LE—70) + @] _ “<<$(51)""’£(£n)> _ (W(xo),...,gl(xo)»H-

17— Zoll a1

Al tomar el limite se sigue que

1w |f(Z) — [L(T — o) + f(T0)] |

—— =0.
FT0 |z — Zo|

Lo anterior demuestra que f es derivable en Ty y que L = Df(Ty). =

Ejemplo 8 Consideremos la funcion del Ejemplo 6. Note que

2:cy(y2 — $4) )
%(%y) _ { e o (z,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)
y que
$2($4 o 3/2) ‘
O ) { ) i e £ 0.0
Y 0 si (z,y) = (0,0)

Como 92 ¥ 5y 5" continuas en R? \ {(0,0)}, tenemos que f es derivable en todo punto (z,y) #
€z )

(0,0).



Figura 1: La funcién del Ejemplo 6 es derivable en todos lados excepto en el origen.



